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CAPITULO 1: QUANTIFICACAO DOS ESCOAMENTOS

1.1 Vazao ou Fluxo de Volume

E muito importante conhecer o volume de fluido que um escoamento transporta. Como 0s
escoamentos sao continuos é conveniente expressar o volume transportado por unidade de
tempo, ou seja, pelo Fluxo de Volume, Fy, também conhecido como Vazéo:

~ Volume Transportado 3
Fyol = VAZAO = : (m=/s)
Tempo decorrido 11

A vazdo de &agua transportada por um rio é fundamental em muitos problemas
praticos. Por exemplo, para sabermos se é possivel utilizar a 4gua para abastecimento de
uma cidade, ou se o rio comporta o lancamento de esgotos com um determinado nivel de
tratamento.

Para medir uma vazdo podemos imaginar o experimento representado pela Figura
1.1, conhecido como “método volumétrico direto”. Conhecemos o volume inicial de agua no
reservatorio e, no instante t = 0, colocamos o recipiente sob o jato de agua, parando o
crondmetro ao final de um tempo At qualquer, quando lemos o volume final. A diferenca de
volumes fornece o volume escoado durante o intervalo de tempo considerado.

t=0 t=4t

N (A N

i

Figura 1.1: Medicdo de volume transportado pelo escoamento num intervalo de tempo.
Aplicando a definicdo da equacdo 1.1 com o volume AVol e com o intervalo de tempo

77| AVel

decorrido 4t, obtemos o valor da vazdo média no periodo de tempo da medicao:

AVol e
Q= Y (' Valor Médio no intervalo At) 1.2

Para que a defini¢cdo seja véalida no caso de escoamento variavel no tempo, interessa
o valor instantaneo.

. AVol dvol
= lim—— — 0=
Q At—>0 At Q dt

(Valor Instantaneo) 1.3

A dimens&o do fluxo de volume é [ M®*/ T ], e as unidades mais comuns sdo m®/s, m®
/h, 1/ h, m*/dia.
Uma vazéo s6 tem sentido quando associada a uma determinada sec¢do. No caso da
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Figura 1.1, trata-se da secéo de saida do tubo, com area S. Um sindénimo de fluxo € Taxa de
Passagem. Entdo podemos dizer também que a vazao é a taxa de passagem de volume
através de uma dada superficie

Vazdo é um Fluxo de Volume, ou seja, a quantidade de volume
por unidade de tempo que atravessa uma determinada area.

Fluxo de Massa

Em muitas ocasifes € importante conhecer a taxa de transferéncia de massa através
de uma secdo de escoamento. Isso é particularmente verdadeiro no caso de escoamentos
compressiveis.

Dada uma sec¢éo qualquer de um escoamento, a quantidade de massa que atravessa
a sec¢do por unidade de tempo é o Fluxo de Massa.

_Am_,OAVO| E -
FM_ At - At —> M pQ

1.4

A dimensé&o do Fluxo de Massa é [ M/ T ], e as unidades séo:( Kg/h ), ( ton/h ),
(Kgls), (utm/s) etc.

1.2 Relagcdo Bésica entre Velocidade e Vazao

Nossa experiéncia cotidiana, por exemplo, com torneiras e mangueiras de jardim,
indica que a vazao é fungdo da velocidade do escoamento. A velocidade do fluido é um dos
fatores principais para definir a capacidade de transporte de grandezas dos escoamentos. A
outra é a area da secdao transversal, conforme veremos neste item.

Imagine o escoamento num duto retangular de secéo transversal A, transportando
agua, com velocidade V uniforme e constante no tempo, conforme esquema da Figura 1.2.

4X A Vol
V
—
Qe
— _ _
t=0 t=At A
—
—
—

A X

Figura 1.2: Escoamento uniforme num duto retangular — volume que atravessa a se¢éo.

O perfil uniforme significa que qualquer particula tem a mesma velocidade. Além
disso, 0 movimento é unidirecional, ou seja, ocorre apenas na dire¢cdo x. Podemos marcar
uma particula qualquer com corante, e determinar sua velocidade por meio do deslocamento
registrado num intervalo de tempo At dado:
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X . : :
V= E; valor médio da velocidade no intervalo At. 1.5
Com a velocidade conhecida, é facil determinar quais particulas serdo capazes de
atravessar a sessdo “A” num intervalo At. Basta ver que o deslocamento possivel nesse
tempo é Ax = V At . Concluimos que um volume igual ao hachurado ira atravessar a secao
de area A no intervalo At. Entéo:

Q _Aavol_ AAX - Q=VA 16
At At
A equacdo 1.6, embora simplificada, é importantissima. E empregada na grande
maioria dos calculos de tubulacdo, com V igual a velocidade média no tubo. As
simplificacbes adotadas foram:
— 0 médulo da velocidade € 0 mesmo em toda a secgéo A,
— a direcdo da velocidade é a mesma em toda a secéo A,
— a direcéo da velocidade é perpendicular a secéo A.
A primeira hipétese é equivalente a afirmar que V é a velocidade média na secéo. Ja
a segunda hipotese € praticamente impossivel de ser satisfeita num escoamento real devido
a presenca dos contornos solidos, como as paredes do tubo ou o fundo dos canais.
Posteriormente adaptaremos a equacao 1.5 para uso num caso geral.

Exemplo 1.1 : Uma tubulagdo com 50mm de diametro interno abastece um caminh&o
tanque de 15.000 | de capacidade com gasolina ( p = 860 kg/m3). Sabendo que a velocidade
média no tubo é de 2,0 m/s, pede-se: a) Qual a massa de gasolina transportada; b) Vazéo
gue sai do tubo; c) Fluxo de massa que entra no tanque; d) Qual o tempo de enchimento
completo do tanque?

SOLUCAO:
a) Pode-se usar o valor médio porque a massa é uniformemente distribuida. A partir da

definicdo de massa especifica e sabendo que 1m* equivale a 1000 litros, obtemos:
3

kg im
m = pVol =860 (—)x15000 (I)- = 12900k
P (mg) ( )(1000|) s
b) Sabendo que a vazéo é a velocidade multiplicada pela area do escoamento, temos:
2 2
A= ”j = ”0’250 = 0,00196 m’

3

Q =VA =2 (™)x0,00196m? = 000393 = 4 litros/s
S S
c) Aplicando a definicdo do fluxo de massa,
3
F, =pQ = 869 (k—%) «-0,00393 (mT) _ 3.377%g
m

d) O tempo de enchimento vem da aplicacdo da definicdo de vazao:
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3
_ Avaol Al = AVol — 15m

= = . At = 3.820s
At Q  0,00393m*/s

Q

Exemplo 1.2 : Um fluido com massa especifica constante escoa pela reducdo de diametro
de 100mm para 75mm representada na figura. Sabendo que a velocidade no tubo maior é
1m/s, calcule a velocidade no tubo de menor diametro.

Volume Constante

Vi |Voll

SOLUCAO :

Como o volume de fluido no interior da reducdo (tracejado na figura) é constante,
deduzimos que o volume trazido pelo tubo de 100mm em cada intervalo de tempo deve ser
igual ao volume que sai pelo tubo menor no mesmo intervalo (Vol; = Vol, ). Mas, pela
definicdo de vazao é possivel calcular os volumes, ja que o intervalo de tempo considerado
€ 0 mesmo:

Vol, Vol,
At At

Q= ; mas Vol, = Ax,A e Vol, = AX,A,

AX A AX, A, A
= - VA=VA = V,=V, —
At At ! 202 Pt A

substituindo as areas,

A _zdd_d O gy g M
A, zd24 d? 0,075 S
1.3 Fluxo de Grandezas Extensivas Transportadas

Ao considerarmos um fluido escoando através de uma secdo qualquer, podemos
quantificar ndo s6 os fluxos de volume e massa do fluido, mas também a quantidade das
grandezas extensivas que o fluido carrega em seu meio.

Definigbes:

Grandeza : é qualquer coisa que pode ser medida fisicamente.
Por exemplo, temperatura, velocidade, massa, energia.

Grandeza Intensiva: o valor da medida ndo depende da
quantidade de massa considerada
Exemplos: temperatura, velocidade, massa especifica.

Grandeza Extensiva: o valor medido depende da quantidade
de massa considerada.
Exemplos: quantidade de calor, energia cinética, volume,
massa.
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O Fluxo de uma grandeza extensiva N qualquer pode ser dado em relacdo a
concentracdo da grandeza, ou em relacdo a quantidade especifica.

Fluxo de N em funcéo da sua concentracéo Cy :

AN AN AVol
F = = = C = F, = C.,VA
NTTAL . AVol At nQ N N L7

Fluxo em fungéo da quantidade especifica N:
AN Am
F — —

N_EA_t_UFM = Fy = pVA 1.8

llustragcdo: Uma deducéao alternativa das equacdes do fluxo ocorre ao considerar a analogia
entre 0 escoamento e um trem em movimento, conforme a Figura 1.3. Os vagdes equivalem
ao fluido em escoamento e o0s passageiros nos vagdes sdo analogos as grandezas
extensivas conduzidas pelo escoamento.

Analogia:

v Secao S
—_— Escoamento = Trem

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] Fluido = Vagdes

Pessoas = Grandeza N

Num.Pessoas Num.Pessoas Num\Vagoes

Fluxo =
Pese®s U Tempo Vagao U Tempo
defini icdo Quantidade Fluxode
deFluxo Especifica Vagoes

Figura 1.3: Analogia com trem em movimento para definicdo do fluxo de grandezas extensivas.

Pensando num vagéo como 1 m* (unidade de volume), ou como 1 kg (un. de massa)
de fluido, obtemos as equacfes genéricas dos fluxos pela extensdo do raciocinio utilizado
para calcular o fluxo de pessoas:

F o Quant. da Grandeza 3 Quant. de Massa
N Quant. de Massa Un. de Tempo
n F,
F o Quant. da Grandeza " Quant. de Vol.
" Quant. de Vol. Un. de Tempo
\—/—J

C Q
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Exemplos de Fluxos de Grandezas Extensivas

Aprendemos nesse item que o fluxo de qualquer grandeza cuja quantidade total no
fluido depende da massa de fluido considerada pode ser descrito em funcédo do fluxo de
massa. Por exemplo, para algumas grandezas extensivas consideradas:

Feaor = CAT (pV A) FQ.MOV = \7(,0\/ A)

V2
FE.CINETICA = 7 (pV A) Fenerain = € (PV A)

Em todos os exemplos vimos que sempre a quantidade especifica da grandeza é
multiplicada por uma parte comum que é o Fluxo de Massa Esse termo representa, como ja
vimos, a quantidade da grandeza transportada (por Adveccédo) por unidade de massa do
fluido transportador.

Exemplo 1.3 : Um rio possui vazdo de 10m*/s de 4gua com concentracdo de sélidos totais
de 250mg/L. Calcular: a) o fluxo de massa de sélidos totais e b) a massa de sdlidos
transportada pelo rio em um dia.

Solucéo:

a) uma vez conhecida a concentracdo da grandeza extensiva (solidos totais), o fluxo € dado

pela equacéo 1.7.

3 3
For = (250M90,001-% x1000-= ) x10™" = 250 9 x10™" = 2,500
L mg m S m S S

b) a massa transportada num dia vem da definicao do fluxo médio (eq. 1.7):

Amg; = Fy, At = 2,5k—9x86.4oodi — 216.000kg / dia
S Ia
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1.4 Vazao em Secdes com Velocidade Variavel

A hipétese de perfil uniforme utilizada na relagdo basica praticamente nunca ocorre na
pratica, devido a influéncia da viscosidade dos fluidos e ao fendbmeno da adeséo do fluido
aos contornos solidos do escoamento. Nos fluidos reais sempre vai existir uma regiao
proxima aos contornos solidos com variacdo pronunciada da velocidade, chamada de
camada limite.

Imagine um trecho de rio retilineo esquematizada na Figura 1.4, com a secao
transversal com diferentes profundidades. A utilizacdo de tracadores permite concluir que
existe um perfil varidvel de velocidades, que pode ser aproximado por 3 velocidades
diferentes.

llitissiiiiisesisiiidisss iiiddsida

Y, : A Vy )
i A !
Vi ! Ay

Corte da Secéo Transversal

1
R Ny
Secao
Figura 1.4: Escoamento com velocidade variavel

A vazao pode ser considerada como a soma da contribuicdo de 3 secOes distintas e
independentes, com velocidades e &reas diferentes.

Q~ AQ1+AQ2 +AQ3 :V1A1+V2A2 +V3A3

generalizando para um numero qualquer de areas, temos:
n
Q~ Y VA 1.9
i=1

___ Discusséao sobre Modelo de Medicéao
O sinal de aproximadamente igual na equacdo 1.9 surge ao fazermos apenas 3
medicdes de velocidade para aproximar um perfil real de velocidades que varia
continuamente, conforme ilustrado na Figura 1.5.
SLSSSSS LSS S S S SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSALS

| |
|
3\ Jv, Ay
\ i
—) o V2 1A
perfil =
perfil \V/ ; |
real » V1 aproximado I A
L
SILSSS LTSS LSS ST ST ST S ST ST ST KS S S S
Secao

Figura 1.5: Modelo de Escoamento Real e de Medi¢éo, com Velocidades Constantes
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E claro que o perfil aproximado nZo representa com perfeicio o perfil real de
velocidades, que varia continuamente. Entretanto, ao adotar um perfil composto de apenas 3
velocidades constantes, estamos adotando um modelo de medicdo que pode ser
suficientemente exato para nossos propositos.

Sabemos que o perfil real de velocidades ndo é como descrito pelo modelo
simplificado de medicdo. Podemos reduzir o erro de modelo fazendo mais medicdes de
velocidade ao longo da secéo transversal, mas o custo das medicfes adicionais necessarias
pode nao ser viavel.

O erro de modelo numa medicdo pode ser aceitavel ou ndo, dependendo de nosso
objetivo. No caso de uma medicdo de vazdo em rios utilizando flutuadores, pode ser
aceitavel um modelo bem simplificado, se nosso objetivo for uma estimativa para fins de
anteprojeto.

Pode-se perceber a partir da Figura 1.6, que a divisdo da secdo em areas menores e
um maior numero de medicfes de velocidade diminui o erro de modelo.

Secao Secao
S S S S S S S S S S S S S S S S S S NS S S S S
| | | |
N I A, S A
| I Asg
\ N '
> | > I A
/ " / P
] 1 A
‘(perfil | AL :’H%perﬁl 52
~ real | real -2
1 L Al
PR 2 SIS ST S, S AW
aproximado com 3 velocidades aproximado com 6 velocidades

Figura 1.6: Aumento do nimero de medi¢cdes de velocidade diminui o erro de modelo.

O efeito do aumento do numero de n de subareas consideradas na equacao 1.7 pode
ser visualizado num grafico como o da Figura 1.7.

A

Q,

Vazdo (m3/s)

QRea| — — — — — — — — — — — —

1 2 3 4 5 6 7 j Numero de subdreas

Figura 1.7: Aumento do nimero de medi¢cdes de velocidade diminui o erro de modelo.
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A conclusdo que se impde € que o valor correto surge no limite de uma série de
medi¢cdes com um numero crescente de subdivisdes de areas.

n
QReaI = Ilm Qn = Ilm Z Vi AI
N—o0 n—o0 i—1
- 1.10
O sinal de igualdade na equacao 1.10 indica que no limite, para nimero muito grande
de areas, deixa de existir o erro de modelo. Matematicamente essa operacdo é denotada

pelo sinal da integral:

Q = J-AVdA 1.11

Pontos Importantes na equacgao 1.11

1. Velocidade na dire¢do perpendicular a Area

2. “dA” é o elemento diferencial de area: € a maior area em que V pode ser
considerado constante (ndo € a derivada da funcéo area)

3. O limite da integracao A nao é operacional, apenas indica que os limites reais
devem cobrir toda a area desejada.

4. Na vazéo calculada resta apenas o erro de medicéao.

Hidrometria — Medicdo de Vazdo em Rios

A determinacéo de vazbes em rios é uma aplicacdo pratica importante das equacdes
1.9 e 1.11. Uma diferenca importante, entre os esquemas apresentados e a utilizacdo na
pratica, € a consideracdo da variacdo de velocidades com a profundidade, e ndo s6 com a
distancia da margem do rio.

Um dos métodos de divisdo da se¢do para a medicdo de vazao de rios é o chamado
método dos dois pontos, em que as velocidades sdo medidas a 20% e a 80% da
profundidade da subarea considerada. Um exemplo de divisdo segundo a técnica de dois
pontos € mostrado na Figura 1.8.

Profundidade p;

Figura 1.8: Divisdo da secéo segundo a técnica dos dois pontos em cada vertical.

Observa-se na Figura 1.8 que nas secdes mais rasas a velocidade foi medida em
apenas um ponto, correspondendo a 60% da profundidade. Adota-se este critério quando a
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profundidade for entre 0,15 e 0,60m.

A ANA (Agéncia Nacional de Aguas) considera justificavel o método dos dois pontos
guando o fator tempo € importante na medicdo, por exemplo, em cheias e medi¢cdes com
grande variacdo de nivel da agua.

A ANA considera preferivel o método detalhado que, como indica o nome, adota uma
subdivisdo mais fina em cada vertical. A Tabela 1.1 indica as recomendac¢des da ANA para
adocdo do método detalhado, com o nimero de medicdes em cada vertical definido em
fungéo da profundidade.

Tabela 1.1: Tabela de pontos de medicéo de velocidade no método detalhado. Fonte: ANA

N° de Posicdo na vertical Velocidade média na Profundidade
pontos (emrelacdoap) vertical (vu) (m)
1 0,6 Vos 0,15-0,6
2 0,2e0,8p (Vo2+Vog)/2 06-1,2
3 0,2:0,6e0,8 (Vo’2+ 2V0,6+V0,8)/4 1,2-2,0
4 0,2;0,4;0,6e0,8 (M0.2+2V0,4+2Vo 6+V0 5)/6 2,0-4,0
6 S$*0,2;0,4;0,6 e F* [Vs+2(Vo,2+V0’4+Vo,5+Vo'8)+V|:]/1O >4,0

Vs = v na superficie; Vg = v no fundo; S = 0,10m; F = fundo, determinado pelo lastro.

Quanto ao numero de secdes a ANA recomenda 0,05% a 0,025% da largura como
distancia entre duas verticais de medicao (20 a 40 divisfes), e indica 0,30m como a minima
distancia entre sec¢des.

Os medidores tipo ADCP (Acoustic Doppler Current Profiler), ou perfiladores acusticos
de velocidade sédo cada vez mais utilizados na pratica. Conforme seu nome indica, 0s
ADCPs determinam a velocidade por efeito “Doppler” em feixes de ultrassom, em um grande
namero de células em cada vertical. Ao ser conduzido através de uma secao transversal o
equipamento mede o deslocamento e calcula a velocidade média em cada célula. Com as
velocidades da agua e o deslocamento do barco o software integra as contribuicdes de cada
célula para indicar diretamente o valor da vaz&o ao final da travessia de uma margem a
outra do rio.

A Figura 1.9 apresenta um esquema da divisdo da secao utilizada pelos medidores
tipo ADCP, que avaliam a integral da equacao 1.11 de forma automatica.

f-—\ /——"

Cell Size (n)

Priofile

Figura 1.9: Divisédo da se¢do em células para integracéo da vazdo pelos medidores tipo ADCPI. Fonte:

ANA (2012), disponivel em http://arquivos.ana.gov.br/infohidrologicas
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1.5. Exemplos Numéricos

Exemplo 1.4: Deseja-se saber a vazdo de um coérrego com a sec¢do transversal dada na
Figura 1.10. Tendo em vista os objetivos da medicao, julgou-se suficiente a divisdo da secéo
em duas subareas, nas quais foram medidas as velocidades seguintes: V; = 0,3m/s e V; =
0,7m/s. Determinar a vazao.

Secao Real

A, 0,8m

2,5m 0,9m

Figura 1.10: Secéo transversal real e modelo adotado para a medicdo de velocidade.

Adotando-se o modelo de medicéo exposto na figura, tem-se:
Q= Q1+ Q2=ViA1L + VoA,

Q=0,3(2,5 % 0,35/2) +0,7 (0,9 < 0,8) = 0,13125 + 0,504 = 0,63525

Resposta: a vaz&do do rio é aproximadamente 0,6m°/s, ou 600L/s.

Exemplo 1.5: Um rio com secéao retangular de 10m de largura com 1,5m de profundidade
possui um perfil de velocidades dado na Figura 1.11. Determinar a vazao.

2,0m/s A T z

[ & I
y > I 10m
— 1,5m y

X I ——

Vista Superior Secdo Transversal

Figura 1.11: Secdao transversal e perfil de velocidades.
Solucéo:

1. Funcao da velocidade:

Observa-se que a velocidade varia linearmente com y. Ajustando-se uma reta aos pontos
dados (y=0,V=0ey=10,V = 2) obtém-se:
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V =0,2y

2. Determinacdo do elemento diferencial de area:

Analisando a funcao velocidade percebe-se que V ndo depende de z. Por isso podemos
adotar o elemento diferencial de area dado no esquema:

x

dy
1,5 y
Elemento diferencial de area adotado: dA =z dy
3. Solugéo, usando a equacgédo 1.11

5|10
y:10 y
A y:() 2

0

4. Resposta: A vazado do rio é de 15m’/s.

Exemplo 1.6: Um rio possui secdo transversal que pode ser considerada triangular de
acordo com a Figura 1.12. O perfil de velocidades, dado na figura, € o mesmo do exemplo
1.5. Pede-se calcular a vazéo.

2,0m/s A
— I \?
> 10m
y |
I 2m
r—» =Yy
X Secdo Transversal

Vista Superior

Figura 1.12: Secéo transversal e perfil de velocidades.

Solucéo:

1. Funcao da velocidade:

A velocidade varia linearmente com y como no exemplo anterior:
V =0,2y

2. Determinacéo do elemento diferencial de area;

Analisando a funcéo velocidade percebe-se que V nédo depende de z. Por isso podemos
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adotar o elemento diferencial de area dado no esquema, com dimensao finita na vertical:

dy

— -

H dA = h dy

"

O elemento de area adotado pode ser escrito apenas em fungao de y, pois h = 0,2y:

dA = 0,2ydy.
3. Solucéo, usando a equacéo 1.11
10
B Ao . B y_3 B
Q = J,vdA=] "0.2y-0.2ydy=004" =133

4. Resposta: A vazdo do rio é de 13,3m°/s.

1.6. Exercicios Sugeridos

1.6.1. Um escoamento de &gua quente a 45°Cg( = 995kg/m *) ocorre com velocidade de
2m/s num tubo com &rea 0,01m?. A &gua possui uma concentracdo de 200mg/L de sélidos
totais. Pede-se: a) calcule a vazéo de agua,; b) calcule o fluxo de massa de agua; c) calcule
o fluxo de sdlidos totais transportados pela agua; d) calcule o fluxo de energia térmica
(quantidade de calor) em relacdo a temperatura de referéncia de 0°C transportado pelo
escoamento. Dado: calor especifico da agua ¢ = 4180J/kg°C.

1.6.2. Um rio recebe a agua de um afluente pouco antes de um trecho retilineo, com a secéo
dada na figura. No trecho indicado foram lancados flutuadores e medidas as concentracdes
de matéria organica em 3 pontos de amostragem ao longo da secao transversal, conforme a
figura com a secdo de medicéo. A escala da secédo é dada pelo quadriculado com 0,5m de
lado. Os valores medidos foram: V; = 0,7m/s, V, = 1,5m/s, V3 = 2,0m/s; C; = 200mg/L, C, =
195mg/L e C3 = 25mg/L.

D e T b et et > il |
Y : I
1
Rio | i i
1
' |
4
1
. 1
I
1

1 2 3

Afluente

Seciode
X ¢

medicdo

————k———+-9

——————

Planta de Situacao

Pede-se:
a) Adote e justifigue um modelo de medicdo para a secdo e para os perfis de
velocidade e de concentragao;
b) com o modelo adotado em (a) calcule a vazéo de agua no canal,
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c) com os modelos adotados em (a) calcule o fluxo de massa de matéria organica
transportado pelo canal.

1.6.3. O reservatorio de acumulacdo de uma pequena hidrelétrica recebe contribuicdo de 3
rios, com as vazodes e conteudo de soélidos suspensos médios dados na tabela.

Rio 1 Rio 2 Rio 3 Saida
Vaz&o (m3/s) 10 20 40 Qsal
Css (mg/L) 100 2000 1000 100

a) Qual a vazao média de saida?

b) Qual a taxa média de acimulo de massa de Sélidos Suspensos no reservatorio?

c) Sabendo que a massa especifica do material solido depositado no reservatoério € de
1600 kg/m®, calcular a perda anual de volume (til do reservatério devido ao acimulo
de solidos.

1.6.4. Um meio para determinar a vazao de rios consiste na injecdo de substancias
tracadoras, como sais ou corantes. Numa determinacdo de vazdo em um coérrego foram
lancados 2I/s de 4gua com uma concentracdo de corante fluorescente igual a 5g/l. Numa
secdo a jusante, ap0s a completa mistura do tracador, retirou-se uma amostra da agua,
obtendo-se uma concentracdo de corante de 0,2g/l. Qual a vazao do corrego?

1.6.5. A sua equipe executou medidas de velocidade e determinou trajetérias de particulas
num trecho de rio onde se pretende lancar um efluente industrial, obtendo as trajetérias
apresentadas. Observou ainda que as trajetérias de particulas ao longo do tempo
praticamente ndo variam, podendo-se considerar o escoamento permanente. A velocidade
na secdo 1 é praticamente uniforme em toda a secéo e igual a 0,4m/s. Com base nessas
informacdes, responda as seguintes questdes:

é

. ob
a
1 3
2,5m 3m 1m
60m 25m 40m
Secdo 1 Secédo 2 Secédo 3

a) Qual a vazao do rio e as velocidades nas secoes 2 e 3 ?

b) Se no ponto "a" forem lancados 150l/s de efluente com uma concentracdo volumétrica de
500mg/l de uma substancia poluente inexistente no trecho a montante do rio, qual seré a
concentracéao resultante nos pontos "b", e "c"?
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c) Existe a alternativa de langamento do outro lado do rio, no ponto “a”. Do ponto de vista
dos habitantes da ilha, qual dos pontos é preferivel? Justifique sua resposta.

Dica: considere a divisdo do escoamento pelas linhas de corrente e mistura completa em
cada secdao a jusante.

1.6.6. Dados os perfis de velocidade e de concentracdo de Cloretos na dgua do rio da figura,
com secdo aproximadamente triangular, pede-se calcular: a) o fluxo de volume em m*/s; b) o
fluxo de massa de cloretos, em gramas por segundo. Dados Vyax = 2,0m/s, Cyax = 200mg/L
e Cwmin = 200mg/L.

C Max

10m

2,0m y

Vista Superior Secdo Transversal

1.6.7. Um canal retangular de 1 m de profundidade e 3 m de largura, transporta agua
salgada (p= 1000 kg/m3) com concentragao igual a 100 mg/kg, com um perfil de velocidade
dado pela equacéo abaixo, com V em (m/s) e a cota 'y em metros, com origem no fundo do
canal:

vV =151-(y-1?]

Pede-se calcular: a) velocidade média; b) fluxo de volume (vazao); c) fluxo de massa de
agua no canal; d) fluxo de sal conduzido pelo canal.

1.6.8. Para obter permisséo legal para operar, uma industria comprometeu-se a lancar no
maximo 3 litros por segundo de efluentes com uma concentragdo maxima de cianetos igual
a 3 miligramas por por litro. Uma associagéo de defesa ambiental desconfia do cumprimento
da lei pela industria, mas uma comissédo de vistoria formada para investigar o problema nao
foi bem recebida pela empresa. Em consequéncia, vocé foi consultado para reunir dados
para amparar uma acao legal contra a industria. Sua equipe fez medicbes da secdo e
velocidade do rio a montante da industria suspeita, e das concentracdes de cianeto acima e

a jusante do ponto de langamento, obtendo os seguintes dados:
MONTANTE: V=0,6m/s, A=6,3m2, CCN =0,0000mg/l
JUSANTE : CCN = 0,0081mg/I

Determinar se ha base legal para processar a industria.
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1.7. Relacéo Geral Entre Velocidade e Fluxos

No item 1.4 deduzimos o caso de perfil de velocidades variavel, perpendicular a secao
considerada. No caso mais geral a secdo pode ter forma e inclinacdo qualquer. Este caso
sera trabalhado, em primeiro lugar, transformando a superficie curva em uma superficie
aproximada por varias superficies planas. Assim, o problema geral de superficie curva se
reduz a uma sucessao de problemas de superficies planas com inclinagdo qualquer.

A seguir mostraremos como calcular o fluxo através de uma superficie plana de
inclinacao qualquer.

______Passo inicial - Definic&o Vetorial da Area

Uma superficie de inclinacdo qualquer no espaco pode ser definida pelo seu vetor
area, conforme mostra a Figura 1.9. Um elemento de area dA é definido por um vetor com
maodulo dA e dire¢do do versor n, normal a superficie considerada. O sentido do vetor area é
positivo quando se dirige para fora em relacdo a uma superficie fechada. Se ndo existir uma
superficie fechada para referéncia o vetor s6 possui dire¢ao definida.

dA /‘dA

dA dA

o

Figura 1.9: Defini¢do vetorial da area.

dA=dA-fi sendo fi o versor normal 1.12

Segundo passo — identificar o volume que atravessa a se¢ao

Para isso iniciaremos com uma situacdo mais simples dada por velocidade constante
na secao, (perfil uniforme) e éarea com inclinacdo constante. Imaginemos entdo um
escoamento com perfil uniforme de velocidades, representado pelas linhas de corrente da
Figura 1.10. A dimensao na direcao z é dz.

dx . N
e dA
—»______________'/ _________ __________]:_
- e AN AN
y Y V___ |dn
—
B S A4

i \Segéo dA = dsdz

Figura 1.10: Fluxo de volume através de uma secéo inclinada em relagéo a velocidade.
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O moddulo do vetor area na Figura 1.10 € dado por:

dA = dsdz

O volume é dado pela por¢do hachurada, que corresponde ao volume de um prisma
cuja secao € um losango de base dx e altura dh.

dVol = dxdhdz
Temos, pela geometria da sec¢éao, que
dh = dscos a

dVol = dxdsdzcosa — dVol = dxdA cos «

Lembrando a definicdo de fluxo e que dx= V dt, vem:

dQ:M = %dACOSa = V dAcosa

dt dt 1.13

A equacao 1.13 indica um produto escalar entre os vetores da velocidade e da area,
de modo que:

dQ = V. dA 1.14
Terceiro passo — identificar a Integral de Area

Ja vimos no item 1.4 que um perfil qualquer de velocidades pode ser aproximado por
segmentos elementares nos quais a velocidade é constante. A mesma idéia é valida para
dividirmos também uma sec¢édo de forma qualquer em vérios planos retilineos.

Assim, qualquer area e qualquer perfil podem ser aproximados, no limite, por uma
sucessao de areas planas e perfis constantes, sendo que cada uma contribui com uma
vazéo elementar, conforme a equacao 1.14. Veja a Figura 1.11.

Secdo aproximada

S E

Perfil real Secéo real Perfil aproximado

Situacéo real Modelo aproximado

Figura 1.11: Fluxo de volume através de uma secao qualquer.

Podemos repetir o raciocinio utilizado no item 1.4. A vazéao total é aproximada por
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uma soma que engloba as contribui¢cdes de toda a area:
Q ~ dQ; +dQ, +dQ3 +dQ4

A aproximacdao é exata no limite, quando o niumero de areas dA — «

n ., —
Q;Zv.dAi
i—1
n.o_ . -> o
Q=limY_V.dA — Q=IA V.dA 1.15
n—oo i=1

O simbolo "A" na integral significa que o somatério das contribuicdes deve envolver
toda a area A, e ndo que ela seja a variavel de integracdo. Dependendo da forma da
equacao para expressar o elemento diferencial de &rea dA, que depende da funcdo da
velocidade, poderemos ter que efetuar uma integracao simples ou dupla.

Uma vez que estabelecemos o fluxo de volume, fica facil escrever diretamente a
massa desse volume para encontrarmos a equacao do fluxo de massa:

- -
Fiassa :_[A pV.dA 1.16
E, para uma grandeza extensiva N qualquer, vale a expressao geral:
- -
Fv = JA npV.dA 117

A equacdo 1.16 é a forma mais geral para o fluxo de volume, e a 1.17 sua equivalente
para fluxo de grandeza extensiva qualquer transportada pelo fluido.

Sobre o significado do sinal na equacgéo vetorial

Nas equacbGes 1.16, 1.17 e 1.18, validas em 2 e 3 dimensdes, 0 sinal indica
diretamente se o fluxo é de entrada ou de saida. Devemos lembrar que o sentido do vetor
area é de dentro para fora, quando sao definidas superficies fechadas. Veja os esquemas a
seguir com a superficie fechada de um Volume de Controle.
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Vol.

Area de
Controle

Entrada

Areas de Entrada /— Superficie de Controle

_____________________ N

Areas Laterais dA
Valor nulo
- = - -
Qenrra = — AE V.dA Qsp = +IAS V.dA

Figura 1.12: definicdo de &reas de entrada e saida por meio do angulo entre os vetores.

Toda vez que o angulo entre os dois vetores for a > 90° o produto escalar sera
negativo. Isso sé ocorre nos fluxos de entrada.

Por outro lado, um angulo o <90° indica uma situagao entre os vetores que sO ocorre
em areas de saida.

Exemplo 1.7:

Uma trincheira de drenagem intercepta um aquifero numa secéo retangular com 2m de

altura, dada em m? por A=50 i — 25 j . A velocidade de percolacdo da agua na secéo

considerada é dada em m/dia por V = -3,0i + 5j . Calcule o fluxo de volume (vazao) de

agua a ser retirada da trincheira, para que a agua ndo se acumule.

Andlise:

Trata-se de um caso de velocidade constante ao longo da area, pois a velocidade ndo é

funcéo de x ou de y. Assim, a equacao 1.14 pode ser aplicada diretamente a toda a area:
dQ=V-dA »> Q =V:-A

O esquema a seguir permite visualizar a geometria do problema:
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v

5,0

Solucéo:

Q=V.A=(-37 +50])- (507 —25]) = —150 ~125 = — 275m°/d

Comentarios: A solugéo é tedrica porque, na pratica, a abertura da vala e 0 bombeamento
irdo alterar as condigbes de contorno, mudando as cargas e a diregao da velocidade nas
proximidades da abertura. Entretanto, o procedimento serve para ilustrar o calculo, assim
como permite introduzir a discussao sobre o valor negativo do fluxo. Afinal, o que significa
este sinal?

Exemplo 1.8:

A figura mostra o traco de uma secao plana com y
1m de espessura na direcdo z, perpendicular ao

papel, submetido a um campo bidimensional de
velocidades dado por V=200 xi + 50 y j (m/s). 1,5m
Determinar o fluxo de volume que atravessa a 10m F-m-mm-- -
secdo A; indicada na figura.

‘

Y x

o
o
3
,H -~~~
a
3

Solucéo:
Inicialmente é necessario definir a area A;.em termos vetoriais. Observe o esquema:

—

Temos: S/

dA = zdsii dA =z ds

d
e também dA:dAyr_dij, M ’ dx y
dA, = zdssend =zdy = O\ E=dAT
dA, =zdscosfd=zdx y
Portanto, Y
dA=zdyi —zdx ] dAx \T

A contribuicdo da densidade de fluxo na area dA é dada por:
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dQ =V -dA = (2007 +50y j)- (zdyT — zdx ])
Efetuando o produto escalar e lembrando que z =1
dQ =200x dy — 50y dx

O fluxo total € a somatéria de todas as contribuicdes ao longo da &rea A, dada pela
integral de dQ:

Q= f dQ = I“Sj_ (200xdy - 50y dx)

A integral dupla ndo pode ser avaliada porgue os limites ndo estdo separados. Mas, ao
longo do limite de integracdo temos que dy = dx/2. Isto transforma a integral dupla em
simples:

Q= j (100x—50y) dx

Ainda ndo pode ser avaliada porque sobre a area y € funcdo de x. Para resolver,

temos que notar que: y=0,75+05x. Assim, o fluxo fica:
2 15

1,5 X
Q= [ (100x - 37,5 - 25x) dx = 75---375 =315

0,5

Resposta: A vaz&do que atravessa a secéo A; é de Q = 37,5 m¥s.
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1.8. Exercicios Sugeridos

1.8.1. Na secdao definida pela figura foram observados os valores de velocidade dados por: V
=(1+0,5xy)i +0,2xy |+ 0,2y k , sendo V(m/s) e x e y em metros. Calcular a vazao através
da secao considerada.
‘ y (m) Figura Ex. 2
0,2 €2

X (m)

(4,0)

1.8.2. A Figura mostra um trecho de um canal regular com secéo parabdlica. Sabendo que a
velocidade é dada por V = 0,5 z?i, e que a cota do fundo é dada por Z = 0,5y?, calcular a
vazao transportada.

%= Z

! . e At . ——4-:]—-%

7 N g R

1.8.3. Considere uma sec¢éo de escoamento paralela ao plano XZ, com 2 lados horizontais e
2 verticais. A se¢éo é quadrada com 2m de lado. Um dos lados horizontais esta situado em z
=0m ey =5m, entre x = 0m e x = 2m. Outro lado horizontal esta situado em z = 2m (y=5m).
Esta secdo estd num escoamento dado por V= 0,2yzT + 0,2z%] + 0,1xk , sendo V em (m/s)
e ordenadas X, y e z em metros. Calcule a vazéo através da superficie.

1.8.4. Um fluido escoa através das secOes hachuradas do V.C. mostrado na figura. Pede-se:

a) Sendo a velocidade em m/s dada por V=27+ 3/+ 5 k, calcule a vazao total que
entra ou sai do V.C.

b) Com as velocidades do item anterior e sendo a concentracdo de uma substancia
dissolvida na agua dada por C (mg/L) = 20 mg/L calcule o fluxo de massa total da
substancia que entra ou sai do V.C.

c) Com as velocidades do item anterior e sendo a concentracdo de uma substancia
dissolvida na agua dada por C (mg/L) = 20x + 20y, calcule o fluxo de massa total da
substéancia que entra ou sai do V.C.

d) Sendo a velocidade dada por V= 2y 1+ 3z + 5x k. Calcule a vazdo total que entra
ou sai do V.C..
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N
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AN
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1.8.5. Um fluido escoa através da sec¢ao hachurada do V.C. mostrado na figura. Pede-se:

a) Sendo a velocidade em m/s dada por V=27+ 3/+ 5 k, calcule a vazdo gue entra
ou sai do V.C.

b) Com as velocidades do item anterior e sendo a concentragcdo de uma substancia
dissolvida na &gua dada por C (mg/L) = 20 mg/L calcule o fluxo de massa da
substancia que entra ou sai do V.C.

c) Com as velocidades do item anterior e sendo a concentracdo de uma substancia
dissolvida na agua dada por C (mg/L) = 20x + 20z, calcule o fluxo de massa da
substéancia que entra ou sai do V.C.

d) Sendo a velocidade dada por V= 2y T+ 3zj + 5x k, calcule a vazdo gue entra ou sai
do V.C. pela superficie hachurada.

y
L (0,1, -2

0,1,0)

o

Figura 1
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CAPITULO 2 )
DESCRICAO ELEMENTAR DOS ESCOAMENTOS

A geometria de um escoamento qualquer fica completamente descrita pelo seu
campo de velocidades pontuais. Algumas vezes € mais vantajoso descrever um escoa-
mento por meio de outras caracteristicas cinematicas, que serao definidas neste capitulo.

Sera demonstrado que existem dois métodos fundamentais para descrever um
escoamento: o método Lagrangeano e o Euleriano. Entender as diferencas entre as duas
formas de abordagem e as descricdes e caracteristicas cinematicas derivadas de cada
método € um dos objetivos deste capitulo.

O capitulo também pretende que o leitor se familiarize com as técnicas analiticas e
experimentais existentes para descricdo dos escoamentos.

2.1 Trajetoria De Uma Particula Fluida

O conceito de trajetéria é bastante intuitivo. Imagine que vocé pode marcar uma
determinada particula do escoamento, e anotar sua posi¢ao ao longo do tempo. O resultado
€ uma linha definida como trajetéria, ou seja, o lugar geométrico ocupado por uma particula
ao longo do tempo, mostrada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Trajet6ria de uma particula

As trajetdrias podem ser obtidas na pratica por método fotografico, lancando algumas
particulas no escoamento e fazendo exposicbes sucessivas do mesmo negativo. As
particulas solidas lancadas no escoamento assumem a funcéo de um tracador, ou seja, de
uma substancia que se move com a mesma velocidade do fluido em seu entorno.

A trajetoria pertence a uma particula, que é acompanhada no decorrer do tempo ao
se deslocar pelo escoamento. Por isso se diz que a trajetéria € um conceito Lagrangeano de
descricdo do escoamento.
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2.2 Velocidade e Aceleracdo de uma Particula Fluida

Velocidade de uma Particula (Lagrange)
O movimento de uma particula de fluido em um escoamento, pela abordagem

Lagrangeana, é analisado de forma idéntica a um ponto material com uma trajetoria
curvilinea. Imagine um ponto movendo-se entre P; e P, num plano x —y (Figura 2.2).

- X
i

Figura 2.2: Vetor posigao e vetor deslocamento entre dois pontos

O vetor posicdo é S em relacédo a origem. Em Py:

- - -

S1=Xp 1 +Y1 ) 2.1

No ponto P, o vetor posicdo apds o deslocamento pode ser escrito como S+ AS,
onde AS é o vetor deslocamento. Se o deslocamento AS ocorrer num intervalo de tempo At,
a velocidade média durante o deslocamento é Vs4ia = AS / At. Sua direcéo é a mesma do
deslocamento AS sobre a corda P1P».

A velocidade instantanea é calculada tomando-se intervalos de tempo cada vez mais

curtos. Com isso, o comprimento da corda tende a zero, e a direcao tende para a tangente a
curva da trajetoria em P1.

P4

AS (A12)

As (Atl)

Figura 2.3: Velocidade instantanea como limite das velocidades médias

7

Na Figura 3.3 observamos que, a velocidade instantanea é sempre tangente a
trajetoria, e é dada pelo limite:
AS ds _ ds

v — yio AS _ds _ds 2.2
Jm At T at T dt s
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O médulo do vetor é a velocidade escalar da particula, ds/dt, e a direcdo € dada pelo
versor tangente a trajetoria.

A velocidade pode também ser calculada em coordenadas cartesianas, a partir das
projecbes sobre os eixos x e y. Enquanto o deslocamento se da entre P; e P, as

componentes do deslocamento AS movem-se entre x; e X, € entre y; e Y.

AX dx
VXmedio =—— > Vx =

ot LA, e
V=—=V,1+Vy ] 2.3
V = VvV, =
Ymédio = Y T gt

A velocidade ao longo da trajetdria é a soma vetorial das componentes em x ey, e é
sempre tangente a trajetoria.

O método Lagrangeano € a base empregada nas técnicas de medi¢do de campos de
escoamento por imagem de particulas marcadas por tracadores, chamadas de PIV (Particle
Image Velocimetry). Na medicdo com PIV, técnicas de computacdo grafica sdo usadas para
superpor duas imagens separadas por um intervalo de tempo At. Na imagem superposta,
técnicas de correlacdo estatistica sdo empregadas para identificar cada particula na posicao
original com sua imagem deslocada, o que permite determinar os deslocamentos Ax e Ay e,
portanto, a velocidade da particula, com as equacdes 2.3. Com 0 crescimento da
capacidade dos computadores, a PIV tem sido muito utilizada atualmente.

Também se usa a notacdo u = V, ; v = Vy e w = V, para os componentes do vetor
velocidade. Com esta notacdo a velocidade num escoamento tridimensional seria expressa
por:

V=ul+v]+wk

Em termos fisicos, a descricdo Lagrangeana da velocidade de uma dada particula
precisa acompanhar a particula. Assim, na funcéo I7(x, y,z,t) que descreve a velocidade de
cada particula, as ordenadas x, y e z ndo sao fixas. Por exemplo, a velocidade de uma

particula fluida, originalmente na posicao Xo, Yo, Zo NO instante ty, é expressa pelas funcdes
abaixo:

=V
v=V

flx(®),y (@), z(t), t],
glx(@®),y(t), z(t), t],

hlx(t),y(t), z(t), t]

i

X
y
w=1,
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Aceleracdo de uma Particula (Lagrange)

A abordagem Lagrangeana permite calcular facilmente a aceleracdo de uma particula
de fluido em um determinado ponto de sua trajetéria ao longo do escoamento.

Quando o vetor velocidade tem sua direcdo constantemente mudada ao longo de
uma trajetéria curva, existe uma aceleracdo mesmo que o modulo da velocidade seja
constante. Pensando no movimento das componentes x e y, vemos que Sao movimentos
retilineos acelerados, cuja soma vetorial compde o movimento ao longo da curva. Deste
modo a aceleracéo pode ser calculada a partir das componentes em x e y.

d d
aX = avx; ay = a\/y 2.4
1= ariaiodyrady s
a= el axl +ay] = dtVXI +dtVyj 2.5
A&V dpe s
= =t Vi 20

Coordenadas Intrinsecas

Usando o sistema de coordenadas intrinsecas a aceleracdo da particula tera as
componentes tangencial e normal a trajetoria, mostradas na Figura 2.4:

a= ases; + a,e,

Figura 2.4: Sistema de coordenadas intrinsecas

Aceleracao Tangencial

. AV oV
ag = lim AV = —As
Atso At oS
. AV, .0V As oV . 1 oV°
as:||m = lim— =V eo A= 2.7

M50 At A0 s At s T2 o6l
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Aceleracdo Normal

A Figura 2.5 mostra o deslocamento de uma particula entre P e P', com velocidade
constante em moédulo, numa trajetoria curva com raio r:

AV

Figura 2.5: Aceleragdo normal numa trajetéria circular

A variacao de velocidade entre P e P' é dada por AV =V =V". Por semelhanca de
triangulos, temos que:

AV _ As

V. o
As é o comprimento da corda PP', que € aproximadamente igual ao arco de circunferéncia

entre P e P'. Este comprimento é percorrido pelo ponto em um intervalo At, ou seja,
PP' =V At:

= - =
V r At r
A relagéo torna-se exata no limite, quando At — 0 e #— 0. Nessas condicoes temos
a aceleracdo normal instantanea.
AV V?

an=lim ——/— = ——
At0 At r

AV VAt AV V2

A direcdo e o sentido sdo os mesmos de AV, ou seja, segundo o raio da curva, no
sentido da circunferéncia para o centro:

an - - Tén 28

O versor normal aponta sempre para fora da curva, o que explica o sinal negativo. A
aceleracao é sempre dirigida em direcao ao centro, portanto em sentido contrario ao versor.
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2.3 Linha de Corrente - Um Novo Ponto De Vista

Até aqui consideramos uma particula de fluido, acompanhando seu deslocamento ao
longo do tempo. Entretanto, em muitas analises de escoamentos interessa descrever o
movimento a partir da observacdo de um ponto fixo no espaco, em uma secdo de
interesse.

A anadlise do escoamento a partir de um ponto fixo no espaco é
denominada Anédlise Euleriana, ou método de Euler (1707-1783).

Em oposicdo ao método de Euler, no item 2.1 consideramos uma particula fluida,
acompanhando-a no espaco, em seu movimento ao longo do tempo, definindo o conceito de
trajetoria.

O ponto de vista que considera uma particula € chamado de
Analise Lagrangeana, ou método de Lagrange (1736-1813).

Se considerarmos um ponto do escoamento e tentarmos descrever as velocidades de
todas as particulas do escoamento que passam pelo ponto especificado (abordagem
Euleriana), teremos uma descricdo diferente das velocidades. Ndo podemos nos valer da
trajetéria, pois ndo estamos mais acompanhando as particulas e cada particula que
sucessivamente passa pelo ponto de interesse pode ter uma trajetoria diferente. Para
desenvolver o equacionamento Euleriano, portanto, € necessario usar o conceito de Linhas
de Corrente

Linhas de Corrente

Uma representacdo dos escoamentos pode ser obtida quando se tracam linhas
continuas que sdo, em cada ponto, tangentes ao vetor velocidade. Essas linhas sao
chamadas de Linhas de Corrente. Podem ser obtidas por meio de uma fotografia do
escoamento, onde se lancou um grande numero de particulas visiveis. Com um tempo de
exposicao apropriado, cada particula deixard no negativo um segmento correspondente ao
caminho percorrido durante o tempo de exposi¢cdo, conforme demonstra o esquema da
Figura 2.6.
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trajetéria de uma

particula marcada K ,—— posi¢&o no inicio
\ .

do intervalo
/// - —_— — posicao no final
// - — _ — do intervalo
/ — b —
Pl — — Linha de Corrente:
// l —S —_ une pontos na diregéo

-~ tangente a V

V é tangente ao trago

Figura 2.6: Esquema mostrando a técnica de tragcado de linhas de corrente

E importante observar que as linhas de corrente descrevem simultaneamente a
direcdo instantdnea de muitas particulas. A Linha de Corrente pertence ao escoamento, ou
seja, descreve as direcdes do campo de velocidades num dado instante, ao passo que as
trajetérias pertencem a uma determinada particula ao longo do tempo.

Para ndo esquecer
Linhas de corrente (Euler): exposi¢do tnica da foto, muitas particulas
Trajetoria (Lagrange): uma particula, multiplas exposi¢ées do mesmo
negativo

A Figura 2.7 mostra um exemplo real de visualizacdo nhum escoamento bidimensional
ao redor de um perfil de asa. Nesse caso a agua foi marcada com particulas de pé de
aluminio, deixando os tracos brancos que se pode ver na fotografia. Com esse apoio pode-
se tracar facilmente as linhas de corrente do escoamento. Mais exemplos dessa técnica
podem ser vistos no Rui Vieira, cap. 1 vol.2, Cinematica.

Figura 2.7: Exemplo de visualizagdo de escoamento para tracar linhas de corrente. Fonte Rui Vieira.
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Como a Linha de Corrente € tangente aos vetores de velocidade de todas as
particulas que definem seu tracado, ndo ha escoamento de fluido através de uma Linha de
Corrente. Uma particula que se move ao longo de uma Linha de Corrente, em qualquer

tempo, tem um deslocamento As com componentes Ax, Ay e Az, cuja dire¢cdo é a mesma do
vetor velocidade V. Assim, temos:

Ax = V,At; Ay = V, At ; Az = V, At

Ax A Az
At==2= 2

Vy Vy v,
No limite para dt — 0, obtém-se a equacéo da Linha de Corrente:

dx dy dz

2.9
u v w

2.4 Velocidade e Aceleracdo em um Ponto (Andlise Euleriana)

Vamos considerar uma Linha de Corrente e as particulas que passam por um ponto P
de um escoamento com velocidade variavel no tempo e no espaco. Imagine, por exemplo as
linhas de corrente no interior de um tubo curvo que drena um reservatoério de agua. Com a
diminuicdo do nivel na caixa, a velocidade diminui em cada ponto, e, ao passar pela curva,

cada particula sofre uma aceleracédo que muda a direcédo de sua velocidade. Essa situacao é
esquematizada na Figura 2.8.

Vp (t+4t)

N

Q %ﬁﬁ At)

\
\
\
\
\

L.C.

(@) - tempo t (b) - tempot + 4 t

Figura 2.8: Varia¢cOes da velocidade num escoamento ndo permanente numa curva de tubulacéo.
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Aceleracao Local:

Ao medirmos a velocidade Vp num ponto P em dois intervalos de tempo, podemos
verificar uma variacao, conforme o esquema vetorial da Figura 2.9.

Variacao Local ( nho ponto P)

Vp (t+4t)

—P
-~ \%
-VP (t) aLocal = Ilm
‘¢ A0 At

AV

Figura 2.9: Variacao local da velocidade: mesmo ponto, dois instantes de tempo.

A taxa de variacdo da velocidade com o tempo em um dado ponto do escoamento €
chamada de Aceleracao Local. Corresponde a uma aceleracdo, das particulas que passam
pelo ponto P, que ocorre no decorrer do tempo.

Portanto, a aceleracao local é dada por

_ Ilm Vp(t+At)—Vp(t) _ a_V
aLocal - At—0 At - it

2.10

sendo V(P, t) e V(P, t + At) a velocidade de duas particulas que passam pelo ponto P nos
dois instantes de tempo considerados. O limite corresponde a derivada da velocidade em
relacdo ao tempo. Foi usado o simbolo de derivada parcial em 2.10 porque a velocidade
depende também da localizagéo no espaco.

Aceleracdo Convectiva:

Podemos também observar dois pontos diferentes no mesmo instante de tempo,
como os pontos P e Q da Figura 2.8 e verificarmos que suas velocidades Vp e Vq sdo
diferentes, seja em moédulo ou direcdo ou em ambos, conforme o0 esquema vetorial da Figura
2.10.

Variagdo Convectiva (entre ponto P e Q)

Ve (1)

a o=lim —
VQ ( t ) AV Convectiva Ars0 At

Figura 2.10: Variacdo convectiva da velocidade: dois pontos no mesmo instante de tempo.

O esquema vetorial mostra que as particulas do escoamento estao sofrendo uma
variagdo se deslocarem As no espago entre os pontos P e Q. A taxa de variagdo no tempo
sentida pela particula ao se deslocar no espaco € chamada de Aceleracdo Convectiva.

A variacao da velocidade no espaco € dada por:
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AVeonvectiva = VQ(t) - VP(t)

A particula sofre esta variacdo de velocidade no tempo que levou para percorrer a
distancia As entre os pontos P e Q com velocidade V, ou seja, At = As/V:
Portanto, a aceleracao convectiva € dada por

_ lim V(- Vp(t) _ lim Vq(®)—Vp(D)

dcConvectiva — At—0 At At—0 As/V 211

No limite quando At tende a zero o deslocamento também fica infinitesimal, ou seja, As—0, e
a equacao 2.11 fica:
=y lim (w) —yv
dConvectiva — VAS—)O As =V ds 2.12
Em que dispensamos a identificacdo do ponto porque os pontos P e Q coincidem no limite.

E interessante observar que a velocidade com que a particula se desloca entre os
dois pontos influencia na aceleracdo que a particula sofre. Mesmo que exista uma grande
diferenca de velocidade entre os dois pontos, se a particula demorar muito tempo no
deslocamento a aceleracé@o convectiva sera pequena.

Aceleracao Total: Derivada Substantiva

Uma particula de fluido no escoamento sente simultaneamente as duas aceleragdes.
Assim, a aceleracdo da particula, medida com variaveis com variaveis Eulerianas, é dada
por:

a = Qrocal + Aconvectiva
av av
a=—+ V— 2.13
ot ds

Para tornar clara a distingdo entre o uso de varidveis Lagrangeanas e Eulerianas,
usa-se definir a aceleragcdo com o operador que chamamos de derivada substantiva, definido
a seguir:

DV ov av

— ==+ V= 2.14

Dt ot ds

Em que a notacdo DV/Dt indica que a derivada é uma operacao a ser efetuada com

as velocidades de uma determinada particula da substancia em escoamento, ou seja,
variaveis Lagrangeanas. O segundo membro da equacédo 2.14 é, conforme deduzimos, a
mesma quantidade (aceleracdo sentida pela particula) definida com as variaveis Eulerianas
(velocidades medidas em pontos definidos do espaco).
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Aceleracéo de uma particula

Euler

A
( |

oV oV
a = — + V—
Ot 0s

Lagrange —T L Local T_ Convectiva

O resultado da equacdo 2.15 pode ser deduzido também a partir das regras do

calculo de funcdes de varias variaveis, pois V = f (s, t), sendo s a coordenada intrinseca que
define a trajetoria.

Assim, segundo o célculo:

N N . N N
AV :ﬁAt +%AS no ||m|te, dv :ﬁdt +%d5 2.15

A aceleracao fica entéo:
AN dt oV ds N N

ot dt os dt ot oS
Uma apresentacdo alternativa de 2.13 ou 2.16 € a seguinte:
N o, V?
_ 9 Lo 2.17
R

Aceleracdo de uma Particula em Coordenadas Cartesianas

A extensdo da equacao 2.16 para o caso da velocidade descrita pelas ordenadas do
sistema cartesiano € direta. Uma particula de fluido num escoamento tridimensional tem sua
velocidade descrita em termos das componentes cartesianas conforme segue:

—

V=ul+ vj+ wk 2.18

Sendo a velocidade uma funcéo de X, y, z e do tempo, a derivada total é dada por:

DV _ 9V  aV dx , aV dy , 9V dz
Dt at+ax dt+6y dt+ 9z dt 2.19

Sendo dx/dt = u; dy/dt = v e dz/dt = w, as componentes da velocidade da particula.
Comisso a eq. 2.19 fica:
DV _ ov

oV ov av
E—E+Ua+V5+W£ 2.20

a
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A equacdo 2.20 corresponde no sistema cartesiano a equacdo 2.16 no sistema
intrinseco de coordenadas, para 0 caso de escoamento tridimensional. A aceleracao pode
ser descrita de forma mais compacta, usando a notacdo do operador gradiente para
descrever as derivadas espaciais,

Vemos que o termo convectivo pode ser escrito como

V.VV = (ul +vj+ wk) AL (u? + vj + wﬁ)a—vj+ (ui + v + wk) Al
d0x dy 0z
Os versores perpendiculares se anulam no produto escalar, restando:
VT =Sty o w O
dx dy 0z

Assim, em notacéao vetorial a equacéo 2.20 fica:
DV oV [ = =5
a=—=—+V.VV 2.21
Dt Jat

As trés equacOes escalares correspondentes a equacdo 2.20, ou a sua forma
compacta, equacao 2.21, sao dadas por:

_6u+( 6u+ 6u+ 6u)
=T M Vay T Vs
ou ou Ju ou

a, = E-l— (ua-l- U@‘F Wa_Z)
_6u+< 6u+ 6u+ au)
=T Mo T Vay T Vs

2.22
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EXEMPLO 2.1:

O escoamento permanente de agua através de um bocal convergente, conforme

mostrado na Figura 2.11, pode ser descrito pela abordagem unidimensional com uma
velocidade média que varia em funcao de x, u(x).

Figura 2.11: Bocal convergente com variacdo linear da velocidade.

Supondo que a velocidade varie linearmente entre Vo € 3Vy ao longo do bocal com
comprimento L, pede-se: a) calcule a aceleracdo como funcao de x; b) sendo Vo = 3 m/s e
L = 1m, calcule a aceleracédo na entrada e na saida do bocal.

Solucéo:
g - -
O problema é unidimensional nadirecaox: V = V.t = u1
Com as condi¢Bes de contorno do problema, a velocidade é dada por:

ulx) = Vo (1+ ZL—X)

Portanto,
au ZVO

ax L

Item a) Usando a equacgéao 2.18:
_ 0Ou N ou  2Vg < Zx)

T TYax T L

Item b) Substituindo os valores numeéricos:
Na entrada, x = 0,

_2><32<1+2xo>_18 ,
a= n i = m/s
Na saida, x = 1m,
2 X 92 2x1
azT(1+T>=486m/s2

A aceleracdo equivale a 1,8g na entrada do bocal, atingindo cerca de 50 vezes a
aceleracdo da gravidade na saida do bocal. Este exemplo mostra que esforcos dinamicos

elevados podem se desenvolver no interior dos escoamentos, mesmo em regime
permanente.
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EXEMPLO 2.2:
Encontre a aceleracdo de uma particula no campo Euleriano de velocidade dado por:

V)(x,y,z, t) = 3tl+ xz] + tyZE

Solucdo: Sera aplicada a equacéao 2.22.

Inicialmente, identificamos os componentes: U =3t ; Vv=XZe w = tyz.
Calculamos agora as derivadas parciais necessarias

W g 2p o W W m W
at—31+y k x4 5= 2ty k > = XJ
Aplicando as derivadas conforme a equagéo 2.22:

d= 37+ y%k + 30z + (x2)2tyk + (ty?)x]

Colocando os termos juntos:

G =37+ Btz+ty%x)j+ ( v+ 2xzyt)k

EXEMPLO 2.3:
Um escoamento permanente bidimensional ocorre no plano xz, sendox>0,z>0e A
uma constante, com a velocidade dada por:

V(x,z) = —Axi+ Azk
Determine a equacéo das Linhas de Corrente e a aceleracéo das particulas.

Solucgdo: Sera aplicada a equacéo 2.9.
Sendo dz e dx o0 espacamento entre dois pontos da L.C, temos:

dx dz dz w Az Z
_— — - —_———_ = — = — -
u w dx u —Ax X
dz dx dz dx
_— = - _——= - —_—

A X Z X

In(z) = —In(x) + C’
Fazendo a substituicdo: InC = C”.
In(z) = In(C/x) - zx=C

Observa-se que as L.C. formam uma familia de hipérboles, cujo aspecto € mostrado
na figura a seguir:
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Figura 2.12: Linhas de Corrente de escoamento nas proximidades de um canto.

Fica para o leitor demonstrar as aceleracdes: ay = A>X ; Ay = A?z.

Taxa de variacéo de outras grandezas

O conceito de variacéo local e convectiva surge sempre que precisarmos avaliar taxas
de variacdo no tempo de uma grandeza qualquer usando informagdes Eulerianas.

A Figura 2.13 ilustra o caso com a temperatura sentida pelos ocupantes de um carro
durante uma viagem de Ilha Solteira para S&o Carlos. A informacédo Euleriana disponivel é a
variacdo local das temperaturas medidas nas duas cidades. Qual é a taxa de variacdo média
no tempo, sentida pelos ocupantes do carro, que viaja com janelas abertas?

A Temperatura em ISA (°C) A Temperatura em S.Carlos (°C)
09~ v 0oy
oSG o o A
AN Varivels BN
TR S i K i S DI S S AN S S
20T Rdlerlanas 209 A
Rt SIS 15 T
ol v oo S0 ol v Ny S
17 18 19 20 21 22 23 17 18 19 20 21 22 23
Ilha Solteira Varidvel Lagrangeana
t= 17h Sao Carlos
s=0km t= 23h
T=30°C - s= 420 km
Taxa de variagdo da T-10°C

temperatura no carro = ?

Figura 2.13: llustracdo de calculo de taxa de variagdo Lagrangeana com variaveis Eulerianas.

A taxa de variacdo média (Lagrangeana) € dada por:
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DT 10 — 30 —20°C .
Dt 2317 ~ 6r /A
A taxa de variacédo local em ISA é dada por:
oT _ 20-30  —10°C
ot~ 23-17  6h

A velocidade média do carro é
420
V= v = 72km/h

A taxa de variagdo convectiva da temperatura € dada por:

aT kmy 25-30 ¢ C\ —10°C
P (T) 420 (E)_ 6h
Portanto, também no campo de temperaturas do exemplo, a

Variacao Lagrangeana (-20°C/6h) = Local (-10°C/6h) mais a Convectiva (-10°C/6h).

2.5 Linha de Emissédo e Linha de Tempo

_______Linhade Emisséo

Se injetarmos continuamente um corante num determinado ponto do escoamento,
obteremos ao fim de algum tempo uma figura chamada de Linha de Emissé&o.

A Figura 2.14 apresenta duas fotografias obtidas no tunel hidrodindmico do DEM-
FEIS/UNESP, contendo vortices que se formam a jusante de obsticulos nos escoamentos.

A seta mostra o sentido do escoamento.
ponto de emissao do corante

Figura 2.14: Linhas de emissé&o de ponto ajusante de cilindro. Fotos: cortesia do Prof. Edson Del Rio.

Todas as particulas marcadas com o corante passaram em instantes anteriores pelo
ponto de injecao do corante. Portanto, o conjunto de vértices constitui a linha de emisséo do
ponto de injecéo do corante, identificado na foto (a) pelo ponto branco.

Uma linha de emisséo é o lugar geométrico ocupado pelas particulas que passaram
por um dado ponto do escoamento em instantes anteriores. Cada ponto do escoamento
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pode ter uma linha de emissao diferente, e como a linha de emissdo é uma representacao
instantanea, pode variar ao longo do tempo. A forma mais comum de linhas de emissao que
observamos no dia a dia é proporcionada pelas chaminés de fabricas.Os diferentes padrées
de escoamento identificados pelos vértices das fotos (a) e (b) ocorrem devido a variacédo da
velocidade do fluido.

O mesmo tipo de estrutura (vértices a jusante de um cilindro) pode ser visualizado por
meio das linhas de corrente, conforme o exemplo da Figura 2.15. No caso da figura foi
utiizada a técnica do pdé de aluminio, obtendo-se a foto com tempo de exposicdo
suficientemente longo para que as trajetérias aparecam como tracos brancos.

Figura 2.15: Vortices observados pelas linhas de corrente. Obtida de VIEIRA, R.C.C.S.

Vocé pode observar também com facilidade as linhas de emissdo de um bocal de
mangueira de jardim. Movimente a mao de forma ritmada em um percurso fixo, e divirta-se
com os desenhos que o jato forma no ar. Esses desenhos nada mais sdo que as linhas de
emissao do bocal da mangueira em movimento. Observe como a trajetéria de cada gota de
agua em particular € completamente diferente da linha de emissdo. A Figura 2.16 mostra um
esquema das linhas de emissao que podem ser obtidas com esse simples experimento.
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Posi¢cbes em tempos anteriores

rajetdria de uma particula
®=,
ottty ot tg
Oscilacao do bocal

Trajetéria ‘\

Trajetoria

Linha de Emissao

7

Trajetéria

Figura 2.16: Exemplo esquematico de Linha de Emissédo de um bocal oscilante.

A linha de emisséo foi desenhada na Figura 2.16 unindo a posicdo de diferentes
particulas num mesmo instante. As trajetérias extremas e a central sdo apresentadas em
tracejado e em pontilhado os espagos percorridos pelas particulas a cada ¥4 de ciclo do
bocal. Se a frequéncia do movimento de oscilacéo variar as linhas de emissao resultantes
descreverdo curvas mais abruptas (para aumento da frequéncia) ou mais suaves (para
diminuicdo da frequéncia de oscilacéo).

Linha de Tempo

A Linha de Tempo é individualizada marcando-se num determinado instante as
particulas alinhadas segundo algum critério de interesse. Diversas linhas de tempo podem
ser obtidas fotografando-se o escoamento ao longo do tempo. A Figura 2.17 mostra
exemplos de duas linhas de tempo, marcadas com (b) e (c), obtidas com injecdo de bolhas
de hidrogénio na linha (a).

Figura 2.17: Exemplo de linhas de tempo construidas com injecdo de bolhas de hidrogénio
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A Figura 2.17 mostra como linhas de tempo marcadas pelo método de bolhas de
hidrogénio podem ser usadas para determinar a diferenca de velocidades num escoamento.
As bolhas sdo geradas por eletrélise da agua que ocorre no contato com um fio submetido a
uma corrente polarizada. As bolhas de hidrogénio sdo carreadas pelo escoamento, servindo
como tracador. Observa-se na linha (a) o lugar onde inicialmente as particulas foram
marcadas. A corrente elétrica foi fornecida durante um intervalo de tempo conhecido,
gerando muitas linhas de tempo que foram carreadas pelo escoamento. A foto s6 permite
visualizar com clareza a primeira linha de tempo (c), marcada no inicio do pulso de corrente,
e a ultima (b), que recebeu as bolhas em (a) no final do pulso de corrente.

2.6 Perfis de Velocidade

A representacdo grafica em escala das velocidades ao longo de uma linha
perpendicular a direcdo da velocidade da origem a um perfil. Um perfil pode ser obtido
experimentalmente, ou calculado por meio de equacfes do escoamento.

A técnica utilizada para determinar experimentalmente um perfil depende da escala e
do tipo de escoamento. Uma experiéncia simples consiste em medir o perfil de velocidades
do ar proximo a superficie da terra. Nesse caso as velocidades podem ser medidas com

anemoOmetros de conchas. Um resultado possivel desse experimento € representado na

Figura 2.18 (a).
1
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Figura 2.18: Exemplos de perfis verticais de velocidade.

Existem escoamentos em que a velocidade varia segundo duas direcbes, como por
exemplo em um rio. As velocidades sdo menores perto das margens, aumentando em
direcdo ao centro do rio. Além disso, considerando um determinado ponto do rio, a
velocidade varia na dire¢do vertical, conforme a Figura 2.18 (b). E menor junto ao fundo,
atinge um maximo em algum ponto intermediario e depois decresce ligeiramente até a
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superficie (veja figura). As velocidades em rios e canais sdo medidas com um equipamento
semelhante ao anemdmetro de conchas, chamado molinete fluviométrico.

Escoamentos em escala menor sdo medidos com outras técnicas. Como exemplo,
podemos medir as velocidades do ar no interior de dutos utilizando a anemometria de fio
quente.

2.7 Classificacdo dos Escoamentos

Escoamentos Unidimensionais, Bidimensionais e Tridimensionais.

Em algumas situacbes, como no caso de tubos com escoamento em altas
velocidades, o perfil de velocidades é praticamente constante, podendo ser desprezadas as
variagcbes na secdo para fins praticos. Nessas condicdes o escoamento € determinado
apenas pela velocidade média na secdo do escoamento, originando os chamados
escoamentos unidimensionais, ou 1D. Num escoamento 1-D basta saber a ordenada da
secao para determinarmos a velocidade no ponto desejado.

Observando os diversos exemplos de escoamento que nos rodeiam, podemos
verificar que em alguns deles, devido a condi¢cdes de simetria, basta apenas um perfil de
velocidades para descrever 0 escoamento. Esse é o caso do escoamento a baixas
velocidades em dutos circulares, e do escoamento do ar sobre a superficie plana da Terra.
N&o importa ao longo de qual linha foram obtidas as velocidades, os perfis resultantes serédo
idénticos. Esses escoamentos sdo chamados bidimensionais ou 2-D. Para determinar a
velocidade num escoamento 2-D precisamos conhecer duas coordenadas do ponto
desejado.

No caso de um rio 0 escoamento nao fica totalmente determinado apenas com um
perfil vertical, pois os perfis variam conforme a distancia da margem. Esses casos definem
0s escoamentos tridimensionais, ou 3-D. Para determinar a velocidade num escoamento 3-D
€ necessario saber as coordenadas X, y e z do ponto desejado.

Outras Classificacdes dos Escoamentos

Aprendemos que quando o critério de analise dos escoamentos € o numero de
variaveis necessarias a descricdo do campo de velocidades obtemos sua classificacdo em
uni, bi e tridimensionais. Outros critérios podem ser utilizados.

Massa especifica
Utilizando a massa especifica, podemos dividir os escoamentos em compressiveis,
guando a massa especifica varia de uma secdo para outra ou incompressiveis, quando
permanece constante. Observe que a classificacdo pertence ao escoamento, e ndo ao
fluido: um mesmo fluido pode participar de escoamentos compressiveis e incompressiveis,
dependendo dos gradientes de pressao observados.
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Quando a massa especifica varia em uma mesma se¢cdo do escoamento temos 0s
chamados escoamentos estratificados, em oposicdo aos nao estratificados, em que a massa
especifica € constante na secdao.

Tempo
Quando o critério de classificacdo é o tempo, devemos escolher uma dada secéo do
escoamento e observar o que ocorre. Se as grandezas ndo variarem temos um escoamento
permanente, em oposicdo aos nao-permanentes, também chamados de transientes.

Comparacao entre secoes
Num dado instante de tempo podemos considerar o comportamento de uma grandeza
em duas secdes. O mais comum é utilizarmos a velocidade para esta analise, dando origem
a duas situacdes: escoamento uniforme, quando nao ha variagdo de moédulo, direcdo e
sentido da velocidade, e ndo uniforme ou variado quando ocorre 0 oposto.

Comportamento dinamico
Divide os escoamentos entre Laminares e Turbulentos. Pela sua importancia na
analise dos escoamentos a divisdo entre laminares e turbulentos é abordada com mais
detalhe a seguir.

Escoamentos Laminares e Turbulentos

O comportamento dinamico dos escoamentos é caracterizado pelas perturbacdes
introduzidas pelas forcas de inércia e pelas forcas viscosas que se opdem as perturbacdes.

Os escoamentos laminares ocorrem nas situacdes em que as forcas viscosas séo
maiores que qualquer forca de inércia que aparece tentando tirar as particulas do
alinhamento. Nesses escoamentos os fluidos escoam em camadas perfeitamente definidas,
como laminas superpostas, e com velocidades também perfeitamente definidas.

A Figura 2.19 mostra um esquema de duas linhas de emissdo em escoamento
laminar. As linhas nunca se cruzam, pois o fluido escoa como se fossem laminas deslizando
umas sobre as outras. Devido a essa caracteristica ordenada, no escoamento laminar so ha
difusdo de quantidade de movimento a nivel molecular entre as camadas adjacentes de
fluido.
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b) Escoamento Laminar aproximando-se da transi¢do p/ turbulento
Figura 2.19: Esquema de linhas de emissdo em escoamento laminar.

Quando aumenta a velocidade as for¢as de inércia comegam a aumentar em relacéo
as forcas de inércia, e o escoamento passa por uma fase de transicdo, comecando a ficar
cada vez mais desordenado, até chegar ao escoamento turbulento. A fase de transicéo é
ilustrada pelas linhas de emissao da Figura 2.19-b.

Quando as forcas de inércia sdo grandes em relacdo as forcas provocadas pela
viscosidade os escoamentos apresentam um comportamento desordenado, com mistura de
guantidades macroscopicas de fluido na direcao transversal a velocidade média. Nesses
escoamentos a velocidade instantanea apresenta flutuacdes aleatérias em torno de um valor
médio, e sdo chamados de escoamentos turbulentos.

A estrutura dos vortices em um escoamento turbulento pode ser visualizada pela linha
de emissao da Figura 2.20. Foi injetado tracador liquido num escoamento turbulento em um
canalete de laboratorio, por meio de uma agulha, observando-se a mistura na direcao
transversal ao escoamento provocada pela turbuléncia.

-
-
i
-
’
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_
Velocidade Média

Figura 2.20: Detalhe de uma linha de emissao em escoamento turbulento de agua em canal.
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A principal caracteristica dos escoamentos turbulentos é a maior capacidade de
misturar as grandezas, devido ao movimento macroscopico provocado pelos vortices. A
movimentac&o dos vortices € equacionada como uma flutuacao de velocidade aleatoria, e de
média nula, que se superpde a velocidade média.

V=V+7

Outras Grandezas que descrevem os escoamentos

Outras grandezas sao necessarias para caracterizar completamente um
escoamento, e sua enumeracao depende do tipo de problema.

Considerando o escoamento de um fluido sem misturas e isotérmico, as outras
grandezas necessarias sdo a pressao, a massa especifica e a cota geométrica, que
definem, conjuntamente com a velocidade, a energia mecanica total.

No caso de um escoamento destinado a resfriar uma determinada peca ou
equipamento, a temperatura passa a ser importante também.

Em escoamentos que envolvem misturas de substancias, € necessario acrescentar
a concentracao para descrever completamente o problema.
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CAPITULO 3: CONSERVACAO DE GRANDEZAS

Equacéo da Continuidade

Aplicaremos aqui o conceito familiar de conservacdo de massa, discutindo como sua
aplicacdo em fendbmenos de transporte é possivel na andlise Euleriana, ou seja, usando
volumes de controle e ndo um sistema.

Um caso pratico interessante é a operacao de reservatorios de geracéo de energia. E
necessario manter um continuo controle do volume represado, para enfrentar as épocas
sem chuvas, controlar as cheias e obter um rendimento 6timo de turbinas.

3.1 Conservagao da Massa

A regido escolhida para a analise € chamada de Volume de Controle. Um Volume de
Controle é uma porc¢ao definida do espaco onde se da o escoamento, com quantidade de
massa que pode variar, conforme a Figura 3.1:

Fe

Ae A'm As

—_—

Fs

Figura 3.1: Fluxos de massa num volume de controle.

Podemos dizer, para um determinado intervalo de tempo At:
m INiciaL t m ENTRA — m SAlI = m FINAL
M enac — M niciae = AM =M gnrra — M sa 3.1

A equacdo 1.1 esta ligada a um intervalo de tempo At. Como 0s escoamentos Sao
continuos, € mais conveniente escrever as taxas médias no intervalo de tempo, dividindo a
equacao 3.1 por At:

Am _ mg Mg Os termos do segundo membro sdo Fluxos
At At At de Massa médios no intervalo At.

Am

AL =Fme —Fms =pQe —pQs 3.2

A equacado 3.2 é exata quando as vazdes ndo variam no tempo At ou quando séo
usados os valores médios no intervalo de tempo. No caso de fluxos variaveis, € necessario
usar um valor instantaneo, obtido pelo limite da variacdo da massa quando At tende a zero.
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dm

— =Fpe —F
dt Me Ms 3.3

A equacdo 3.3dizque  “A taxa instantanea de variacdo da massa é igual ao
saldo dos fluxos de entrada e saida”

_____ balanco de volumes

No exemplo da usina hidrelétrica e em muitos casos da pratica a massa especifica
nao varia. Esse é o caso dos chamados escoamentos incompressiveis. Para p constante, o
balanco de massas fica equivalente a um balanco de volumes:

Am  pAVol
= =p Qe —pQ 3.4
AL AL PNe =P Vs
AVol
=Q.-0 3.5
At e s
A equacéo 3.5 diz que “A taxa média de variag¢do do volume é igual a diferenca de

vazoes de entrada e saida”

fluxos variaveis no tempo

Quando a vazao varia no tempo, pode-se usar 0 mesmo raciocinio, mas escrevendo a
férmula com valores instantaneos.

dVol

dt = Qe_ Qs 3.6

Nesse caso, cada pequeno intervalo diferencial de tempo dt traz uma variacao
diferencial no volume dVol.

A variacdo total num dado tempo finito € o somatorio das variacdes diferenciais ao
longo do intervalo de tempo considerado. Analiticamente, isto se consegue pela integracao
da equacdo diferencial da equacéao 3.6:

dVol = (Qe —Qy)dt

t t
AVolyry = | “dvol = [ (Q.-Q)dt .
_______aproximacdo numérica
A integral da equacao 3.7 muitas vezes ndo tem solugéo analitica. Para casos em que
a solucdo analitica ndo existe ou é inconveniente, pode-se chegar ao resultado por
aproximagdo numérica. Para isso divide-se o tempo total numa sucessao de intervalos de

tempo finitos At, no qual as vazdes sao consideradas constantes. Obtemos entéo:

AVOlrgr, = AVol |t:0+nm ~ ZAVOL = Z(QE —-Qs ) At 3.8
i=1 i-1
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E claro que a equac&o 3.8 possui um erro, pois as vazdes variam continuamente. A
aproximacao torna-se mais fina a medida que decresce o intervalo de tempo considerado,
ou seja, aumenta o limite n do somatério de parcelas finitas. A equacdo sO € totalmente
exata no limite para At —» 0. O limite da série infinita de somas é, como sabemos,
equivalente a integral:

X t
AVOl 17y = lim | 3" AVol, | = [ dvol 3.9
At—0 = to
Assim, como em Vvarios casos da pratica, a quantidade n de somas a ser efetivamente

realizada depende dos objetivos do calculo. Usualmente, quanto mais rapida a variacao dos
fluxos no tempo, menor deve ser o intervalo de tempo A4t adotado.

balan¢co de massas
Se for conveniente lidar com a massa, a equacéo 3.7 fica:

t t
AmTOTAL = J.to peQedt o LO pst dt 3.10

O segundo membro foi dividido em duas parcelas porque num caso geral a massa
especifica pode variar. Ja o caso da variacdo de volume sé tem sentido em escoamento
incompressivel, e dividir ou ndo os termos de entrada e saida dos fluxos € apenas uma
guestao de conveniéncia e/ou clareza.

EXEMPLO 3.1:

Um reservatério prismatico com area da base A, = 10m? possui um volume inicial de 20 m* e
recebe, durante 1 hora, uma vazdo média de 10m%h, fornecendo uma vazdo média de
30m3/h. Com esses valores médios o reservatério fica completamente vazio ap6s 1 hora.
Determine a dinamica da variacéo de nivel no reservatorio por meio de um grafico do nivelo
em funcéo do tempo, para 0s casos seguintes.

____Caso 1: vazoes constantes

Temos apenas um intervalo de tempo para aplicar a equacéo 3.5:

AVol = (10 — 30) At = -20 At, e avariacdo do nivel é linear, conforme os graficos.

A Q(m3/h) A Nivel (m)
30 = = == — = - 3,0-
20+ 2,0
Qe
10 1,0
t(h) t(h)
T T > T Y >




Notas de Hidraulica Experimental — versdo 1.6 — 2015/s2 50

Caso 2: vazdo constante de entrada e saida de 60 m*h durante a Gltima meia hora:
Neste caso temos dois intervalos de 0,5h, em que as vazdes sao constantes, nos
guais podemos usar a equacao 3.5:

AVol; = (10 — 0) At = 10(m°h) x 0,5h =+5m® — Vol, = Vol, + AVol; = 25m®

AVol, = (10 — 60) At = -50(m°/h) % 0,5 h =-25m® — Vol, = Vol; + AVol, = 0m®

Usando a equacgao 3.5 em 2 intervalos de tempo consecutivos chegamos ao mesmo
resultado final do caso 1 (reservatério vazio). Isto é l6gico, uma vez que as vazdes médias
nao variaram.

Observamos que neste caso o nivel aumentou durante o primeiro intervalo, como
demonstra o gréfico a seguir.

s Q(m*/h)
60_ ___________ p—— —(15—
) . q 5 t(h)
10 t(h) | — >
' > 0 0,5 1,0
0 0,5 1,0

A equacgao 3.7 fornece a variagdo total nos dois intervalos de tempo, levando ao
mesmo resultado final:
AVOlrotaL = AVOl; + AVol, = +5—25 =-20m®
VolgwaL = VolniciaL + AVolrora, = 20 — 20 = 0m?®

Comentario: Os casos 1 e 2 ilustram que podemos chegar ao mesmo resultado final, mas
com dindmicas diferentes. Somente com a divisdo em dois intervalos de tempo foi possivel
captar a variacao real de nivel no caso 2.

Assim, para conhecer em detalhe a evolucdo dos niveis de 4gua no reservatério, com
vazbes que variam continuamente, é necessario utilizar intervalos de tempo cada vez
menores. No limite, chega-se a equacao 3.9. O exemplo 3.2 mostra um caso pratico da
situacao de vazdes variaveis.

EXEMPLO 3.2:

Um reservatorio prismatico com area da base A, = 10m?® recebe uma vazdo constante de
10m°/h. A vazdo de saida em m*h é dada por Qs = 10H, sendo H a cota do nivel da 4gua
em metros. Considerando que inicialmente a agua esta na cota H; = 5,0m, Calcular o nivel
apos decorrido 1 hora.
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¢Q6= 10 m3/h
\k dVol= Ag dH
H
Qs = 10H m3/h
H

Analise: como neste problema a vazdo de saida varia continuamente, a solugdo exata
precisa partir do balanco instantaneo. A variagdo total de volume serd encontrada pela
integracéo do balanco instantaneo.
Solucgéo:

dVol dVol

T :Qe_QS — 7=10—10H

A equacdao diferencial resultante ndo pode ser integrada porque ha 3 variaveis (Vol, H e t).

Usando a relacao entre volume e altura do nivel d’agua podemos reduzir a 2 variaveis:

dVol = Ag dH
dH 10 dH
As gy = 10100 = T on =

Com as variaveis separadas podemos integrar

fH 10 dH j it
¢ 10 — 10H _

Fazendo a mudanca de variaveis: u=10—10H — du = —-10dH
u du _ 1 _ 1 _
- _407— fO dt _lnulli4_0— th —> ll’lm— _1
u —
— =1 N u= —14,715
—-40

10 - 10H = —-14,715 — |H =2471m

Resposta: ao final de 1 hora o nivel seré de 2,471m e o volume sera 24,71m?>.

EXEMPLO 3.3:

Resolva o problema 3.2 utilizando método numérico aproximado (eq. 3.7) utilizando At de 6
minutos (0,1h).

Anadlise: o método numérico considera que os fluxos se mantém constantes durante o
intervalo. Evidentemente esta hipdtese contém um erro, jA que o fluxo de saida varia
continuamente. Esta € a razdo pela qual a solucdo numérica contém erros, sendo apenas
uma aproximacao da solucao.
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Para o primeiro intervalo de tempo (i = 1):
Qs =10 x 5 = 50m*/h

AVol, = (10 —50) 0,1 = —4m3 — Vol, =46m*> — H;=4,6m
Segundo intervalo de tempo (i = 2)

Qs2 = 10 x 4,6 = 46m°h

AVol, = (10 — 46) 0,1 = —3,6m3 — Vol, = 42,4m® - H, = 4,24m
Resumindo para os demais intervalos:

Qs = 10 x 4,24 = 42,4m3/h

AVol, = (10 — 42,4) 0,1 = —3,24m3® — Volz=39,16m*> — Hz = 3,916m

AVoly; = (10— 39,16) 0,1 = —2,96m3®> — Vols = 36,2m°> — H, =3,620m

AVol, = (10 —36,2) 0,1 = —2,62m3® — Vols = 33,58m*> — Hs = 3,358m

AVols = (10 — 33,58) 0,1 = —2,358m3 — Vols = 31,222m°® — Hg = 3,1222m

AVolg = (10 — 31,222) 0,1 = —2,1222m3® — Vol; = 29,0998m* — H;=2,91m

AVol, = (10 — 29,10) 0,1 = —1,91m® — Volg = 27,19m° — Hg=2,719m

AVolg = (10 — 27,19) 0,1 = —1,719m3 — Volg = 25,471m* — Hg = 2,5471m

AVoly = (10 — 25,471) 0,1 = —1,5471m3 — Vol = 23,9239m® — Hi = 2,392m
Resposta: a solugdo numeérica iterativa com intervalos de tempo de 0,1h indica um nivel
d’agua no reservatorio de 2,392m ao fim de 1 minuto.
Obs: A solucdo numérica apresentou erro de -3,2%, que tende a diminuir com intervalos de
tempo menores.

3.2 Misturas Homogéneas - Balanco de Grandeza Extensiva N

Normalmente a agua em escoamento ndo € pura, mas misturada com varias
substancias sobre as quais é possivel ter informacéo por meio do balan¢co de massas. Vimos
no item anterior que a taxa de variacdo da massa € igual a diferenca entre os fluxos de
entrada e saida. Esse raciocinio € valido ndo sé para a massa do fluido em escoamento,
mas também para as outras massas e grandezas dependentes da massa que o fluido
transporta em seu meio.

AN = N, — N
AN

E == FN,e - FN,S 3.11

Mas os Fluxos responséaveis pelas quantidades Ne e Ns da grandeza extensiva dependem
do fluxo de massa e das concentragdes, pois:

Fn =m Fu - FNn=mpQ
Entdo, para valores médios no intervalo de tempo,
AN

- = 1, Pe Qe — Ts Ps Qs 3.12

At
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Lembrando que quando os fluxos variam no tempo, o balan¢co deve ser escrito para um
instante de tempo:

dN
o = MePelec — 75P50Qs 3.13

EXEMPLO 3.4:

Um meio para determinar a vazdo de rios consiste na injecdo de substancias tracadoras,
como sais ou corantes. Numa determinac@o de vazdo em um corrego foram langados 2L/s
de agua com uma concentracdo de corante fluorescente igual a 5mg/L. Numa secédo a
jusante, apds a completa mistura do tracador, retirou-se uma amostra da agua, obtendo-se
uma concentracao de corante de 0,2mg/L. Qual a vazao do corrego?

Fra l © Fn,2

Andlise: trata-se de um exemplo de balancos em regime permanente em que ocorre a
conservacao da massa (volume) da agua do rio e também da massa do tracador no VC
dado pelo trecho de rio. Serd usada a eq. 3.13 para N = Volume, e também para N = massa
do tracador.

Solucéo:
dN
E = l:IN,e - FN,s
: dN
Regime Permanente: — =0 = Fyo— Fy;

dt

- Grandeza N = Volume
0=0Qe—0Qs - 01+ Q=03
- Grandeza N = massa do tragador:
0 = Fne— Fns = €101 + G302 = (303

O tracador ndo é encontrado naturalmente no rio: C; = 0. Com os valores numéricos dados

os fluxos de massa do tracador ficam:

mg_L mg L
0Q:+5 L ZS—O,Z L (Q, + Z)S
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Que resolvida fornece Q, = 48 L/s.
Resposta: a vazdo do cérrego é de 48 litros por segundo (0,048m%/s), equivalente a
162m%h.

EXEMPLO 3.5:

Considere um recipiente com 100 litros de agua a temperatura de 20°C, recebendo 1 L/s de
agua a 80°C e com uma vazéo de saida de 1L/s. Durante os instantes iniciais a agua sai
com temperatura de 20°C, mas depois disso a agua sai com a temperatura média do
reservatorio. Isto quer dizer que a agua no reservatorio € bem misturada. Analise o
transiente da temperatura da agua no reservatério, supondo que a variagdo da massa
especifica da agua com a temperatura é desprezivel. Calcule a variacdo da quantidade de
calor armazenada em 10 segundos e a temperatura média da agua na caixa ao final deste
periodo. Adote p = 995 kg/m3 e calor especifico ¢ = 4,18kJ/kg°C.

Fe l
m——
: As
Ae' . Fs
;=

Solucgéo:
Parte a) Analise do transiente
A grandeza extensiva considerada é a quantidade de calor:
N=mc(T=To) — n="5-=c(T—Tp)

Como a temperatura da agua varia continuamente, o fluxo de calor que deixa o reservatorio
também varia, de forma que o balan¢o de energia s6 é valido instantaneamente, e deve ser
expresso na forma diferencial:

dN d(mcT)

- fe— B> = —=pcQele — pcQsTs

em gue a temperatura de referéncia adotada foi To = O.

O balanco de massa da agua no reservatorio mostra que Q. = Qs , pois 0 regime é
permanente ( ndo ha variagcdo da massa no reservatério) e com massa especifica constante
(n&o héa variacao do volume no reservatorio).

Assim, o balanco de energia fica:
mc %: pcQ (T, —T)

Fazendo 6 = (T, — T) a equacao do balango pode ser escrita como:

e _ Q a4 _ _ 1
dt_Vole ﬁ49_ Tdt

Vol

Lembrando que o tempo de detencao hidraulico, definido como 7 = 7 € o0 tempo

médio de permanéncia de cada particula no reservatorio.
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A equacado acima pode ser integrada facilmente, entre um instante de tempo inicial t;
em gue a temperatura do reservatorio € T; e um tempo t qualquer, obtendo-se:

6 T,-T  _t=t
= = e T

6; T.—T;
Que é a solucéo para o transiente de temperatura no reservatorio. Quando o tempo tende ao
instante inicial, T tende a T; e 6 — 1; por outro lado, quando o tempo é muito grande, 6—0 e
T > Te.

Observe que a solucdo ndo depende da massa especifica nem do calor especifico do
fluido no reservatorio, apenas depende da relacao entre o volume do reservatério e a vazao
de alimentacéo, dado pelo tempo de detencéo hidraulico. Desta forma a solucéo vale para
gualquer problema semelhante, podendo ser expressa pelo grafico adimensionalizado da
figura seguinte.

0 1 2 3 4
t/ T

Resposta adimensional da temperatura no reservatorio

Parte b) calculo da temperatura apés 10 segundos

Basta substituir os valores numeéricos na equacao do transiente
7] T,—T =t
_—= — = ¢ T

0, T.—T;

sendo o tempo de detencédo dado por: t = C — 1%L _ 005 . Assim,

Vol _ 1L/s
80 — T(10s) = (80 — 20)e~10/100
T(10s) = 80 — 60 x 0,904 = 25,7°C

Resposta: a temperatura da agua no reservatorio apos 10 segundos sera de 25,7°C.
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EXEMPLO 3.6:

Calcule numericamente um valor aproximado para a temperatura da agua do reservatoério do
exemplo anterior ao final de 10 segundos.

Solucéo:

Para utilizar uma aproximacdo numérica da equacdo diferencial do balanco de energia,
vamos considerar que os fluxos permanecem constantes ao longo do intervalo de tempo
finito adotado.

Em funcédo dos fluxos de massa e volume, a variacdo da quantidade de calor armazenada é
calculada por:
Fo=pcQT, ; FE=pcQT; - AN = pcQ(T, — ToAt

kg k] m3
AN =995 — 4,18 0,001 — (80 — 20)°C x 10s = 2495,5 kJ
m3 kg °C S

Essa quantidade de calor, acrescentada a massa da caixa, permite calcular o acréscimo de
temperatura:

24955 kJ
AT = T g =60°C
3 —J_
01m? 9955 4,181 "o¢

Resposta: A temperatura da caixa ao final do intervalo de 10 segundos sera de 26,0°C,
aproximadamente.

Comentérios: Note que o erro da solugdo numérica aproximada foi de 0,3°C em relacdo a
solucéo analitica. Este erro tende a diminuir com a ado¢ao de menores intervalos de tempo.

Se o calculo for repetido para mais um intervalo de 10 segundos o acréscimo de
temperatura sera menor, porque maior quantidade de energia deixa o reservatorio, visto que
a agua saira mais quente.

A solucdo numérica partiu da premissa que a agua no reservatorio permanece a 20°C
durante todo o intervalo de tempo considerado. Evidentemente, esta simplificacdo implica
em que a resposta possui certo erro. Entretanto, o erro tende a diminuir com o intervalo de
tempo considerado no célculo.

EXEMPLO 3.7:
Considere novamente o reservatério do exemplo 3.5, levando em conta a variacdo da massa
especifica com a temperatura. Calcule numericamente a temperatura da 4gua ao final de 10

segundos.
= :
gy Dados: p (80°C) = 971,8kg/m®
: As p (20°C) = 998,2kg/m®
A , Fe c = 4,18 kJ/kg°C
e
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Andlise: este problema envolve o balanco transiente de massa da agua, visto que, com o
aumento da temperatura causado pela entrada de agua quente, o reservatério de volume
constante ira conter cada vez menos massa; além disso, a outra grandeza envolvida é a
energia, também com balanco transiente, visto que a saida de agua cada vez mais quente
conduzira cada vez mais energia para fora da caixa e o fluxo de entrada de energia térmica
é constante.

Em vista dessas dificuldades, torna-se mais simples resolver o problema por aproximacao
numeérica.

Solucéo:

A grandeza extensiva considerada é a quantidade de calor: N =mc (T —-Tp ). A variac&o

da quantidade de calor no periodo € dada por:
AN = NFinal o Nlnicial = N(t + At) - N(t)
mas também podemos expressar a variagao por meio dos Fluxos:
AN = Ngptrou — Nsgiu = Fe At — FAt
Expressando agora os fluxos de energia em fungéo dos fluxos de massa e volume,
Fy=npVA; n = c(T—-T,y = Fy = pc(T—Ty)VA

Considerando a temperatura de referéncia To como nula e substituindo os valores
numericos, temos as quantidades de energia que entraram e sairam:

N_9718( )418( )80(°C)1()0001( )10(5)—32497k]

N_9982( )418( )20(°C)1()0001( )10(5)—8345k]

AN = 2415,2 k]
Conhecendo a quantidade de calor aduzida, o célculo da variacdo da temperatura depende
da quantidade de massa no reservatorio. A massa final é obtida pelo balan¢go de massas:
Am=m,—mg = Am=(F —F)At
Am = (971,8x0,001-998,2x0,001)60 = —1,584kg
m¢ =m; + Am=98,416kg
24152 kJ

AN = mcAT = AT = = 5,87°C

9]
98,416kg x 4,18 1 op

Resposta: Portanto, a temperatura ao final de 10 segundos sera 25,9 °C.

Para continuar o calculo da aproximacdo numérica ao longo do proximo intervalo de
tempo precisamos da massa especifica da agua a temperatura de 25,9°C.

Continuam valendo as observacfes dos exemplos anteriores. Ao assumir que as
temperaturas permanecem constantes ao longo de todo intervalo de tempo a solucdo
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numerica carrega um erro de aproximacao. Como antes, este erro tende a diminuir com o
intervalo de tempo considerado.

3.3. Equacao Integral do Balan¢co de Massa

Nosso proximo desafio sera descrever matematicamente o balanco, de forma que
seja vélida para uma situacdo geral, admitindo-se velocidades variaveis e com inclinacao
qgualquer em relacdo as secfes de entrada e saida da regido de interesse, que € chamada
de Volume de Controle.

Volume de Controle

O Volume de Controle (VC) € uma regido definida do espa¢o. A massa € livre para
entrar e sair do VC, que entdo pode possuir massa variavel com o tempo. As grandezas num
VC sédo usualmente mais faceis de quantificar com variaveis Eulerianas. A Figura 3.2 traz de
forma esquematica um escoamento qualquer representado por suas linhas de corrente, e
um volume de controle.

O Volume de Controle é conceitualmente diferente do sistema. Um Sistema € uma
guantidade definida de massa. Por isso € normalmente mais facil quantificar as grandezas
de um sistema usando variaveis Lagrangeanas. Num escoamento, um sistema pode mudar

de forma, acompanhando o escoamento, mas sempre contém a mesma massa.
pa Volume de Controle

//’,

Superficie de Controle A

Figura 3.2: Representacdo esquemaética de volume de controle num escoamento.

Um sistema ndo € muito util para efetuar balangcos de massa em escoamentos. Todas
as equacodes de balancos usam como base um volume de controle. Isso ocorre porque nao
ha interesse, por exemplo, em saber “qual agua” se encontra num reservatério, e sim
“quanta adgua?” é a pergunta importante. Salvo raras excec¢des, toda agua é igual do ponto
de vista da solucdo de problemas préaticos. Por exemplo, no caso de hidrelétricas, é
necessario operar o reservatério com seguranca e producdo Otima de energia elétrica.
Portanto interessa equacionar o problema a partir do reservatorio, uma regiao fixa do espaco
(VC), e ndo a partir de cada massa de agua que escoa no rio (Sistema).
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Outra razéao, talvez menos Obvia, € que as variaveis que utilizamos para descrever 0s
escoamentos sao Eulerianas. Isso significa que foram medidas em pontos definidos do
espaco, e ndo em particulas definidas de matéria.

Balanco

Para o balanco geral de massa vamos imaginar um VC com fluxos que entram e
saem por varias secdes de entrada e saida. Inicialmente vamos simplificar o efeito de todas
as entradas em uma so e de todas as saidas também em uma sé.

Vamos pensar agora no efeito dos fluxos de entrada e saida do nosso VC. Se isso
parece dificil com um VC abstrato, podemos pensar no conhecido problema do reservatério,
conforme a Figura 3.3, com o0 mesmo resultado:

/— Area Lateral
V.C.

AM
Fle —= At
) / // /_ Area de Saida
Area de Entrada
—
I:M,s

Figura 3.3: Reservatério atuando como volume de controle num escoamento.

Sabemos que o balan¢co de massa pode ser expresso por:

FME—Fms :% 3.14

Sabemos também que os fluxos podem ser expressos pela integral vista no item 3.1.
Mas, para substituirmos sem erro ha equacédo do balanco, é necessario lembrar do sinal
algébrico incluido na integral. O sinal € consequéncia do produto escalar da velocidade e
area, devido a convencéao de sentido para o vetor normal. Veja o esquema da Figura 3.4:

Areas de Entrada _— Superficie de Controle
Sinal negativo / e
- ~ .C.
T A}
— >V \
| /=
\\ Y
7
v AN
Areas Laterais o —~ ) ,
Valor nulo AN VdA dA ~— Areas de Saida

Sinal positivo
Figura 3.4: Sentido do vetor area em relagdo a densidades de fluxo de entrada e saida.
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Outro resultado interessante da integral € que ao longo da superficie de controle
existem apenas areas de entrada, de saida ou areas laterais. Uma area lateral € aquela
onde nao ha fluxo de entrada ou saida, como se a superficie fosse impermeavel. Nas areas
laterais o vetor velocidade sempre fica perpendicular ao vetor area, fazendo com que o
produto escalar seja nulo.

Com as propriedades da integral em mente, podemos escrever entdo que:

Fu g = [, 2V -dA 3.15-a

Fit s = Jag #V-0A 3.15-b

onde os limites AE e AS nas integrais referem-se as areas de entrada e saida,
respectivamente.

Utilizando entdo a notacao geral de fluxos de entrada e saida das equacdes 3.15 na
expressao do balanco, temos:

- > - -
AM
—jAEpv .dA—jAS pV . dA == 16
FM E FM S

Podemos agora levar as integrais para o segundo membro, e também acrescentar um
termo nulo, sem alterar o balanco:

AM VY YRy YT
T [PV dA+] pV.dA+[ pV.dA = 0 3.17

NULO
_FM E I:M S

Uma propriedade interessante da integracdo nos permite somar todos os limites de
integracdo numa mesma integral, de forma que podemos escrever:

AM

M
At AE+AS+AL
W
sC

p\7- dA = 0 3.18

A equacdo 3.18 é valida apenas se os Fluxos permanecerem constantes durante o
intervalo de tempo At considerado. Se a velocidade variar alteram-se os fluxos e o balango
gue escrevemos deixa de ser valido. Para que a ideia figue exata é preciso pensar na
variacdo de massa que ocorre em um tempo At muito pequeno. Somente nesse caso o fluxo
instantaneo € igual ao médio, mesmo nos regimes transientes.

Escrevendo entéo o balango para o caso do limite de At — 0 temos:

dM > >
-t jscpv-dA =0 3.19

A equacao 3.19 utiliza valores instantaneos das velocidades e da taxa de variacdo da
massa. Portanto, continua valida mesmo durante os transientes.
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Equacionando a taxa de variacdo da massa no VC (=termo dM/dt)

Para encerrar o balanco integral de massa num V.C. falta explicitar como, de uma
forma geral, é calculada a massa contida no VC.

Se imaginarmos uma massa especifica uniforme ao longo de todo o volume, fica
muito facil:

M = pVol onde Vol é o volume total.

Desta forma a taxa fica:
dM d
E = a (p VO]) 3.20
A equacdo 3.20 descreve a variacdo de massa dos chamados “modelos
concentrados”, em que apenas um valor de qualquer das grandezas consideradas
descreve toda a massa considerada. O equacionamento concentrado de uma dada
grandeza pode ser adotado para um Volume de Controle ou para um Sistema.

Num caso geral a massa especifica pode variar ao longo do volume de
controle. Basta, por exemplo, que varie a temperatura ou a salinidade do fluido para que
cada ponto do fluido tenha um p diferente. Como avaliar a massa total? Nesses casos é
necessario usar os “modelos distribuidos”. O modelo distribuido pode ser necessério para
descrever tanto um V.C. como um Sistema.

Como exemplo, a Figura 3.5 mostra o esquema de um estuario, regido onde 0s rios
desaguam no mar. Estuarios sdo estudados em hidraulica ambiental, pela sua importancia
como areas de reproducao de muitas espécies.

aguadoce

——————————— —_— maré alta
Po

_______________ maré baixa

T e e mm————

zona de mistura
p = f(xyzt)

Figura 3.5: Corte esquematico de estudrio, com variagdo da massa especifica da agua.

Os estuéarios séo regides em que a salinidade da agua depende da proporcao da
mistura entre as aguas do mar e do rio. A mistura é influenciada pela vazédo do rio, pela
topografia, pelos ventos e principalmente pelas marés. A massa especifica da agua varia no
espaco e no tempo, tornando necessario o uso de “modelos distribuidos”.

Uma aproximagdo razoavel para a massa M nos modelos distribuidos pode ser obtida
se dividirmos o volume total em varios pequenos volumes AVol. Esses volumes s&o tdo
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pequenos que podemos considerar a massa especifica constante em seu interior. A massa
M fica entéo:

n
M = Z o AVol (Quanto menor o AVol, melhor a aproximagao) 3.21
i=1

A medida que aumenta o limite n do somatério, diminui o tamanho dos volumes 4Vol.
Quanto menor o volume, mais preciso fica o calculo da massa, j& que consideramos p
constante em cada volume e ele pode variar continuamente. Esse processo, no limite, leva-
nos a massa como resultado de uma integragcdo. A integral corresponde ao somatério das
massa de infinitos volumes diferenciais dVol:

M =1im(Q, p;AVol,) = jvcpdVoI 3.22

N— o i=

O limite de integracdo denotado genericamente como “VC” indica que o somatoério
deve incluir todo o volume de controle. A especificacdo dos limites depender4, em cada
caso, do elemento diferencial de integracao “dVol” adotado.

A Equacgao Final

Colocando todas as nossas consideracdes em conjunto, chega-se a equacéao geral do
balanco de massa, em sua forma integral.

BALANCO GLOBAL DE MASSA

3.23

%jvcpdVOl + jscp\7. CTA =0

Surpreendente e Elegante!

Equacao da Continuidade

Muitos problemas importantes ocorrem em condi¢cdes de escoamento incompressivel.
Nesse caso a massa especifica pode sair da integral. O balanco de massa assume a forma
de balanco de volumes, conforme a equacgéao 3.24.

a - -
pEJ‘VC dvol +pLC V.dA = 0

5 - -
gfvc dvol + [ _V.dA = 0 300
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O balanco integral de volumes da equacdo 3.24 € conhecido como “Equacao da
Continuidade”. Quando a continuidade é aplicavel, ou seja, escoamento com massa
especifica constante, tanto o balangco de massa como o de volumes ddo o mesmo resultado.

Balanco de Substancias Transportadas

A massa das substancias transportadas pelo fluido em escoamento pode ser
expressa na forma de balanco integral para um V.C. com o0 mesmo desenvolvimento usado
para deduzir a equacédo 3.23. O balanco integral € dado por:

0 - —_—
Efvc npdvol + [..npV - dA=0 3.25
Em que temos: N = ma , a massa da substancia A dissolvida na agua,;

n =dma/ dm, a concentragcdo em massa, kg de A por kg de fluido;
Ca=mp , aconcentracado de A em kg por m® de fluido.
Observe que a equacao 3.23 esta contida na equacao 3.25, para 0 caso em que a
grandeza é a massa do proprio fluido em escoamento. Tem-se neste caso N=men = 1.

3.4 Discussao Sobre a Taxa de Variagcédo da Grandeza no V.C.

Existe a possibilidade de expressar o balanco de massas das equacdes 3.23 ou 3.25
de outra forma, sem mudar o significado fisico, conforme apresentado na equacao 3.26. A
diferenca reside no termo que contém a derivada no tempo.

dN anp =
pr P Jyem7 dvol + [ mpV - dA 3.26

A equacdo 3.25 aponta para inicialmente calcular a quantidade da grandeza N no
V.C. e depois calcular sua taxa de variacdo no tempo pela derivada.

J& a equacado 3.26 indica que primeiro deve-se calcular a taxa de variagcéo local da
grandeza N em cada elemento diferencial de volume, para depois integrar (somar) as
contribui¢cdes de todo o V.C.

Fisicamente a ordem de calculo diferente das duas equac¢fes ndo tem impacto no
resultado final. O exemplo ilustrativo a seguir demonstra essa conclusao.

Exemplo llustrativo: caixa de areia
Considere uma caixa de areia, conforme esquema da Figura 3.6. As caixas de areia

sdo utilizadas na entrada das estacdes de tratamento de esgoto para remover os solidos
sedimentaveis, que podem prejudicar as etapas posteriores do tratamento.
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comporta

VISTA SUPERIOR

Areia sedimentada

CORTE LONGITUDINAL

Figura 3.6: Esquema de uma caixa de areia com duas camaras de sedimentacéo.

A caixa de areia tem duas camaras que funcionam de forma alternada. Enquanto uma
camara é usada, a outra deve ser limpa. O problema em questdo é determinar o tempo
medio de utilizacdo de cada camara. Para isso € necessario saber a taxa de acumulo de
areia na camara de sedimentacgao.

O problema pode ser analisado com o balan¢co da grandeza extensiva N dada pela
massa de sélidos (areia) no esgoto. Sao definidos:

N = ms , a massa de soélidos sedimentaveis na agua;
n = dms/ dm, a concentracdo de sélidos em kg por kg de fluido;
Cs =np , aconcentragdo de sélidos em kg por m? de fluido.

Com a notagdo acima definida o balanco de solidos na caixa de areia é dado pela

equacdao geral 3.26 da seguinte forma:

a - —
at ve SC

A resposta pode ser obtida experimentalmente pela avaliacdo do saldo de fluxos de
massa de solidos, dado pela integral de superficie (segundo termo do segundo membro), ou
pela avaliacdo direta da taxa de acumulo, dada pelo primeiro termo do segundo membro.

Solucéo pelo saldo de fluxos de entrada e saida
Para o volume de controle da Figura 3.6, adotando-se o0 modelo concentrado para os
fluxos, pode-se escrever:

d

= =1, Pe Qe + 13 ps Qs = 0
d

== C Qe +CsQs =0

Sendo o regime permanente, a vazao que entra € igual a que sai.
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8 = (G~ C)Q

Portanto, € possivel conhecer a taxa de variagdo da massa de areia medindo-se as
concentracdes de areia na entrada e saida e a vazdo. A medicdo deve ser mantida por um
periodo de tempo significativo, em intervalos suficientemente pequenos. No caso em
guestéo, deve ser previsto uma campanha de medi¢cdo de 24h, no minimo, com amostras
obtidas a cada hora, durante um dia tipico. Com os dados experimentais tem-se a variagao

diaria: .

amg = [ dms = [ (€~ CoQdt
0

Aproximando numericamente a integral por meio de um somatoério:
24
Amg = z(cs,i —Co) Q, At
i=1

Com esse procedimento calculamos a variagdo diaria de massa e, conhecendo a
quantidade méaxima de areia, o periodo de tempo maximo para encher a caixa de areia.

Essa abordagem fornece a resposta com rapidez, mas necessita de um levantamento
experimental de dados custoso.

Solucéo pela determinacéo direta do volume de areia acumulado

Para aplicar a técnica de medicdo direta devem ser realizados dois levantamentos
batimétricos, separados por um periodo de tempo significativo, que pode ser de dois a trés
dias no caso em questao.

O levantamento pode adotar, por exemplo, a técnica de medicdo de profundidades
em pontos organizados numa malha, conforme o esquema da Figura 3.7.

b

-

Figura 3.7: Esquema do levantamento batimétrico numa malha de m x n pontos.
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Observa-se na figura que é medida a profundidade Z;; em cada ponto de uma malha
de m x n pontos. A cada profundidade medida corresponde uma altura de areia depositada
hij, que pode ser calculada conhecendo-se a profundidade total da caixa H, sendo que
hi,j =H- Zi’j.

Cada ponto representa uma area A;; delimitada pela linha de fronteira tracada na
metade da distancia até cada um dos pontos vizinhos. Na malha retangular as areas de
influéncia de todos os pontos internos sao iguais. Nos pontos do contorno sélido a area é
metade e nos cantos, um quarto das areas interiores.

Método 1: Levantar os volumes sedimentados totais no inicio e final
Com o levantamento batimétrico € possivel aproximar o volume da areia no inicio e no
final de um periodo de tempo representativo da seguinte forma:

m n m n
mk = EZpAVol{fj = Zz,oh{-‘fj/li,j

i=1j=1 i=1 j=1
Em que o indice k representa o tempo em que foi realizado o levantamento e p a
massa especifica da areia sedimentada.

Com as massas de areia no inicio (indice k) e final do intervalo de tempo (indice k+1),

podemos calcular a taxa de variacdo da massa acumulada por:

dmg Amg mktt —mk

~

dt At At

Esta abordagem de célculo seguiu a sequéncia estabelecida na equacédo 3.24:
primeiro sdo calculadas as massas totais pela integracdo no V.C. e depois € calculada a
derivada.

Método 2: Levantar a variacdo de volume em cada ponto e totalizar

Outra forma de abordar o problema consiste em calcular inicialmente a variacado de
volume de areia acumulado em cada area Ai,j e posteriormente somar a variacdo em todas
as areas. Esta sequéncia de calculo é descrita pela equacéo a seguir:

m n m n
Amg = mEtl —mk = zszVOli'j = ZZp(hﬁ‘j’l —hf;) A

A abordagem do segundo método adota a sequéncia descrita pela equacédo 3.25:
primeiro é calculada a taxa de variacdo da grandeza no tempo (derivada), e depois as taxas
sdo somadas em todo o V.C. (integral) para fornecer a taxa de variacdo total no volume de
controle.
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3.5 Exercicios

1 - Na operacdo de uma hidrelétrica ocorreram durante um dia as seguintes vazées medias:
Qrio = 1.500 m3/s, Qiyrbinas = 600 m3/s. Qual a variagdo de volume armazenado no

periodo de 24 horas?

2 - Uma hidrelétrica tem um lago alimentado por dois afluentes, e 6 turbinas. As vazdes
afluentes observadas no dia foram de Q1 = 600 m3/s e Q2 = 120 m3/s. Cada turbina operou
com vazdo de 100 m3/s, mas 2 turbinas ficaram ligadas apenas 6 horas. Qual a variacdo do
volume do lago?

3 - Um meio para determinar a vazao de rios consiste na injecao de substancias tracadoras,
como sais ou corantes. Numa determinacdo de vazdo em um coérrego foram lancados 1L/s
de agua com uma concentracdo de sal igual a 25mg/L. Numa secdo a jusante, apos a
completa mistura do tracador, retirou-se uma amostra da agua, obtendo-se uma
concentracdo de 0,013mg/L. Qual a vazao do cérrego, sabendo que numa secdo a montante
do ponto de injecao foi medida uma concentracdo de 0,003mg/L?

4 - Em um periodo de cheias uma hidrelétrica operou com as seguintes vazdes afluentes:
Rio A: Q1 = 1.300 m3/s; Rio B: Q2 = 700 m3/s. As vazdes efluentes sdo fluxos turbinados
para producao de energia e fluxos vertidos, que escoam pelos vertedores. A usina possui 8
maquinas e 6 vertedores de superficie. A configuracdo de operacao foi a seguinte: Vazéao
turbinada - 4 maquinas com 100 m3/s durante 24 horas ; 2 maquinas com 180 m3/s durante
2 horas; Vazdo vertida - 6 vertedores operando continuamente com 200 m3/s cada um.
Calcule a variacao do volume armazenado em 24 horas.

5 - A figura mostra um esquema de chaminé de equilibrio. As chaminés de equilibrio sdo
utilizadas na préatica para atenuar as variacbes de pressao que podem ocorrer durante
transientes em tubulaces de alimentacdo de bombas e turbinas. No instante considerado, a
velocidade no tubo de alimentacdo da turbina é 0,5m/s a montante da chaminé e de 2,5m/s
a jusante da mesma. Calcule a vazéo fornecida e a velocidade instantanea de abaixamento
do nivel d'agua na chaminé.

Reservatoério Chaminé

—— D =3m

Turbina
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6 - Um tanque cilindrico possui uma area de base igual a 1m2. A dgua escoa por um orificio
de 50 mm de diametro, segundo a figura. A vazao que escoa em m3/s é dada por Q = 2,7Ah

a) Calcular o nivel da agua apés 1 minuto

e b) Quanto tempo leva para escoar 2 m3 do tanque?

50m c) Repetir o item (a) usando integracdo numérica,
com At = 20s.

- | d) Repetir o item (a) usando solu¢cdo numérica, com

B At = 5s,

e) Quanto tempo leva para escoar 1 m3 do tanque?

7 - Uma represa forma um reservatério de 5x10'm® de capacidade. O lago recebe a
contribuicdo de dois rios, com as seguintes vazdes e concentracdes medias de sedimentos:
Rio A: Q = 12 m%/s; Csedimentos = 10g/L
Rio B: Q =3 m’/s; Csedimentos = 18g/L
Sabendo que na saida a concentracdo de sedimentos é 2g/l, e que a massa especifica dos
sedimentos é pged = 2,65 g/cm3, determinar qual o tempo de vida estimado para o
reservatorio.

8 - O duto da figura tem secdo transversal quadrada com 0,1m de lado e descarrega agua
por quatro fendas de 0,01m por 1m localizadas em nas faces laterais de uma derivagéo.
Sabendo que o regime é permanente, que o duto da derivacdo é fechado em sua
extremidade inferior e com base nas velocidades nas faces dadas na figura, pede-se:
a) vazoes nas faces 1 e 3; b) médulo e sentido da velocidade média na secao b.

Secéo a b
—
0.lm | —» Vb
Va=8m/s Velocidades:
0.1m V1i=V2=4-27
i M V3=V4=2-7
1.0m 'Z | T V3
v2 [ T wn
—

e

0.01m V4
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CAPITULO 4 )
TRANSFORMAGOES DE ENERGIA NOS ESCOAMENTOS

4.1. Equacao de Bernoulli

Uma das equacdes mais importantes da hidrodinamica é a equacao de Bernoulli, que
explica como variam a pressao e os termos de energia potencial e cinética de um fluido em
escoamento. A equacédo de Bernoulli é deduzida com aplicacdo do teorema que relaciona a
variagdo da energia mecanica ao trabalho realizado sobre um sistema.

Imagine um fluido ideal incompressivel escoando em regime permanente entre as
secdes 1 e 2 de um tubo de corrente, conforme a Figura 4.1. Vamos considerar o Volume de
Controle como o tubo de corrente entre as duas sec¢des, e 0 Sistema como sendo a masssa
de fluido que no instante inicial da andalise encontra-se dentro do volume de controle,
identificado pela regido tracejada do VC.

(@) tempot

Figura 4.1: Escoamento de um sistema num tubo em dois instantes de tempo

No instante inicial da analise o Sistema coincide com o VC. Com o passar do tempo a
agua deixa o VC, como é mostrado na Figura 4.1 (b), em que a porcéao tracejada (Sistema)
ndo mais coincide com o VC.

Aplicaremos o principio da conservacao da energia mecanica ao Sistema:

AW = AES = Et+At - Et 4.1
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Em que a energia do sistema, em qualquer tempo, € a soma da energia potencial e da
cinética.

O sistema € descrito pelas variaveis Eulerianas por meio da regido do espaco
ocupada em cada instante. Assim, temos:

Es(t) = Em(t) + Ei(® 4.2
Es(t+ At) = Ej(t + At) + Ep(t + At) 4.3

O trabalho sobre o sistema € realizado apenas por forcas de pressdo, porque as
forcas tangenciais sdo nulas, devido a hipétese de fluido sem viscosidade (ideal). Além
disso, sera realizado trabalho apenas nas secfes 1 e 2, porque o restante da fronteira do
sistema nao se move na direcdo das forgas de presséao.

Na secao 1 o resto do fluido (meio) exerce sobre o sistema uma forca p:A;. Se o
intervalo de tempo considerado for muito pequeno, as pressdes podem ser consideradas
constantes, assim com as areas. Portanto, a forca é constante e, ao longo do intervalo de
tempo considerado, esta forca desloca o sistema de 4Ax;, Como consequéncia, 0 sistema
avanca atraves da sec¢éo 2, deslocando-se por uma distancia 4x,. O restante do fluido op&e-
se ao deslocamento do sistema, com a forca de pressdo p,A, . Da mesma forma pode-se
considerar a forca constante ao longo do deslocamento.

Das consideracdes acima, durante o intervalo de tempo considerado, as forcas que o
meio exerce sobre o sistema realizam um trabalho dado por:

AW = plAlel - pzAzsz 4.4
Aplicando os resultados 4.2 a 4.4 em 4.1:
P1A14%; — poAz A%, = Ey(t+ At) + Ey(t+ At) — E(t) — E(t) 4.5

Pensando na variacdo de energia do sistema, vemos que a regiéo Il compde a parte
do sistema cuja energia nao variou entre t e t+At. Toda essa parte contém, em cada ponto, a
mesma quantidade de fluido e & mesma velocidade no inicio e no fim do periodo. Isto quer
dizer que a soma das energias cinética e potencial das unidades de massa dessa regido do
sistema ndo varia. Portanto, a variagdo ocorre porque a parte | do sistema desapareceu,
dando origem a parte II.

Se 0 escoamento € incompressivel verificarmos, pelo principio de conservacao das
massas, que a massa da parte | € a mesma da parte 11.

[ 1,

J Ec, = Emv1 Ep, =mg z;
m=m=m = )

{Ec2 = Emv; Ep, =mg z,

Reunindo todas as variacfes na equacao 4.6, temos:
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1
PLAIAX — PoAoAXy = Em(vz2 —Vl2 )+ mg(zo—77) 4.7

Os termos da equacdo 4.7 representam energia total. Dividindo a equacédo pela
guantidade de massa envolvida na variacdo da energia, temos, lembrando que “AA4x” é o
volume de fluido que entrou e saiu do VC:

— 1
% = E (\/22 _V12) +J (22 - 21) 4.8

Em que os termos representam energia por unidade de massa (Nm/kg). Rearranjando
0s termos obtemos a Equacao de Bernoulli.

P p, .V,
+—+ Z, :—+—+ Z,
5 2 g 5 2 g 4.9

Daniel Bernoulli (1700-1782)

A equacao de Bernoulli representa com pressées e velocidade em secdes definidas
do espaco, portanto varidveis Eulerianas, a variacdo da energia de um Sistema. As
limitacdes da analise incluem um intervalo de tempo tendendo a zero, ou seja, uma condi¢do
instantanea. Mas, como 0 escoamento € em Regime Permanente, a relacao fica valida para
gualquer tempo.

Como as secdes 1 e 2 podem ser quaisquer, € usual também expressar a equacéao de
Bernoulli na forma:

Hipdteses Utilizadas
p 2 Escoamento Incompressivel
—+ 5 +07Z = Cte Regime Permanente
P Atrito desprezado
Equacao de Bernoulli (1738) Em um tubo de corrente
4.2. Conservacao da Energia nos Escoamentos

Para explorar as consequéncias da equacdo de Bernoulli é Gtil analisar o caso dos
fluidos em escoamento em relagdo aos corpos rigidos, tirando partido das semelhancas e
discutindo as diferencas entre os dois casos.

A Figura 4.2 mostra o comportamento de uma esfera rolando sem atrito sobre uma
superficie ao se deparar com aumento ou diminui¢éo da cota.



Notas de Hidraulica Experimental — versdo 1.6 — 2015/s2 72

V2
o—
: Z2
I. z1 Vo< V1
to
m Vi
O 71 V2> Vi
to Vo
Z
, 2

t

Figura 4.2: comportamento de sistema sé6lido numa rampa

Esse exemplo é bastante familiar. JA nos acostumamos, da observacao cotidiana dos
corpos isolados (sistemas), com o fato de que uma rampa transforma energia cinética em
potencial. A conservacdo da energia, na auséncia de atrito, permite escrever:

2 2
m?+mgz1 :m72+mgz2 4.10

Conclusao: Em um corpo isolado a velocidade é livre para variar.

A Figura 4.3 mostra trés situacdes possiveis para um escoamento forcado no interior
de um tubo. A ilustracéo fala por si s6. Nos escoamentos forcados a energia cinética deixa
de ser controlada pela cota, como aconteceria com um corpo isolado.

Escoamento Forgado Vv, 3 Dz = D,

1
1
| —
1

. Vo = V3
. 2
% i—>V1
] .V
1 ! D2 < Dl
—)>
X V, >V,
2
% i — Vl
1 Vo (? D2 > Dy
N
', V, <V,
; 2
B—§—>V1 Area determina a Velocidade

1
Figura 4.3: Comportamentos possiveis de um escoamento quando aumenta a cota da tubulagéo.



Notas de Hidraulica Experimental — versdo 1.6 — 2015/s2 73

A Figura 4.3 deixa claro que nos escoamentos forcados ndo ha como compensar a
variacdo da cota com a energia cinética. A velocidade é controlada apenas pelo diametro da
tubulacéo.

Conclusao :

Nos escoamentos forcados, a Velocidade ndo é determinada
pelas variacées da cota.

Aperfeicoando a Analogia Trem-Escoamento com Energia Potencial Eléstica

J& vimos que nado é possivel comparar 0 escoamento com uma massa isolada, sob
pena de comprometer o entendimento fisico do problema. Entretanto, a nossa analogia do
escoamento com um trem, constituido de muitos vagfes interligados, € bem mais
aproximada da situacao que realmente ocorre. Observe a situacéo da Figura 4.4.

Na Figura 4.4 a velocidade dos vagdes nado ird variar quando passarem pela
elevacao, pois a velocidade de cada vagdo é a mesma do trem, que € constante O que
ocorre entdo, se a energia Potencial aumentou e a Cinética ndo pode diminuir para

compensar?

Corpo Isolado: V1=V3
Vo<V Vo

Trem: V1=V,=Vg

Vi

Figura 4.4: Comportamento de corpo isolado e de um trem frente a uma elevac¢éo de cota.

A resposta a essa pergunta pode ser dada quando pensamos nas barras de
unido entre os vagoes, introduzindo mais um componente na analogia, capaz de armazenar
energia. Pensando que nos vinculos como molas, eles se tornam capazes de armazenar
energia potencial sob a forma de deformacéao elastica.

O potencial elastico das molas de unido € analogo, no caso real, a pressao existente
nos escoamentos.
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Energia Potencial Elastica

Imagine (Fig. 4.5) uma mola com constante elastica K, sendo comprimida por uma
forca F. O trabalho realizado pela for¢a ficara armazenado na mola sob forma de energia
potencial.

L

" F —/V\f\f\/—ﬂ—‘ dW =F dx=K xdx
- Xi X X
| : W= | dW =| Kxdx = K—
Xf '[Xi J-O X X 2

Figura 4.5: mola armazena energia

No caso do trem subindo a colina, a energia cinética permanece constante, mas a
forca nos vinculos diminui a medida que o vagéao sobe a colina.

Quando um sistema massa-mola é desacelerado a forca gerada pela variacdo da
energia cinética fica armazenada como energia potencial elastica na mola. Esse efeito é
ilustrado pela Figura 4.6.

V

 ——

(@ l

L
() I

Figura 4.6: Desaceleracdo de sistema massa-mola comprime a mola.

No caso da Figura 4.6(a), com a massa deslocando-se livremente, a mola esta
totalmente distendida, e toda a energia esta na forma cinética.

E =Llmv? Ex=0 4.11

c po
Na Figura 4.6(b) a massa foi desacelerada e a velocidade € nula. Supondo atrito nulo,
toda a energia cinética disponivel foi usada para comprimir a mola:

K(li-If )?
E.=0 Epot=%=%mv2 4.12
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O caso da Figura 4.6(b) corresponde, na analogia trem-escoamento, ao que ocorre
nos pontos de estagnacdo, em que toda a energia cinética da agua € convertida em
pressao.

Com esses exemplos percebemos que o nosso modelo de analogia entre trem e
escoamento precisa incluir a capacidade de armazenar energia sob a forma de deformacao
elastica. A variavel que corresponde a mola é a presséo.

4.3. Energias e Cargas na Equacdo de Bernoulli

Para obter a equacéo 4.11 dividimos a energia mecanica expressa na equacao 4.10
pela quantidade de massa envolvida (m = p A Ax) . Uma forma bastante conveniente da
equacao surge ao dividirmos a equacéo 4.10 pelo peso da massa envolvida, ou seja, W =
mg = pg A Ax . A equagéo 4.10 fica:

P>

P
+—+z :—+—+z 413
y 29 /4 29

Lembrando que o peso especificoy = pg.

2 2

Os termos da equacédo 4.13 representam energia por unidade de peso do fluido. As
unidades no sistema S| sdo (Nm/N) ou simplesmente (m). Pelas unidades percebe-se que
os termos da equacdo 4.13 sdo Cargas. Esta nomenclatura vale-se da correspondéncia
entre pressodes e colunas de fluido que exercem a mesma pressdo. O termo carga surgiu
para definir a altura da coluna de agua, conforme o esquema da Figura 4.7.

dA
' Se p1 = p2, dizemos que H é a
ggllﬁﬂ%gquwalen'g altura de coluna equivalente, ou CARGA:
H
p=pgH=yH
tubo H - P,
el 4

Figura 4.7: Relacao entre pressao e altura equivalente de coluna de fluido ou Carga.

Com base nessa analogia, todos os termos de energia por peso da equagao foram
chamados de cargas. Temos:

Carga de Pressao:

=T
3

Carga Cinética:

e

o

I

N
b|<w‘< |

Carga Potencial : Hy = z
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Lembrando que as cargas de pressao resultam do trabalho das forcas externas sobre
o sistema e as demais compdem a energia mecanica do sistema (por unidade de peso).
Com o uso das cargas a equacao de Bernoulli pode ser escrita da forma:
2

_ P v
Hr= -+ 2+ 5 () 4.14

Os dois primeiros termos compdem a Carga Piezométrica, porque correspondem a
cota do nivel que a agua atinge num piezémetro instalado na secéo considerada. Veja o
esquema da Figura 4.8.

Fluido Manométrico — || ____._.
\ Carga Piezométrica:
Fluido de Trabalho P p
% sz = — 4+ z
Y
1+--f---
Z,

Figura 4.8: Piezometro — cota do nivel do fluido coincide com a carga piezométrica.

4.4. Aplicacao a Medicdes de Vazéao e Velocidade

4.4.1. Medidor Venturi

Os medidores tipo Venturi utilizam um estreitamento da se¢ao para provocar aumento
da carga cinética. Manémetros medem a diferenca na carga de pressdo. Um esquema de
medidor de vazao tipo Venturi é apresentado na Figura 4.9.

P

Figura 4.9: Medidor tipo Venturi.

Tomando um tubo de corrente entre as sec¢fes 1 e 2 e aplicando Bernoulli, temos:

2 2
Py 21+V—1= &+zz+—2
4 29 4 29
A R O U

/4 /4 29 29
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_— A
Pela continuidade, temos V;A; = V,A, -V, = V) A—l
2
2 2
PP _ V_l(i_lj
¥ 29 \ A;
Resolvendo em funcao de V; temos:
P1— P2
W= E T N
p (—12 - )
AZ
Com a velocidade média pode-se calcular a vazao:
Q = Vi 4

4.4.2. Tubo de Pitot

77

O medidor tipo Pitot é formado por um tubo com abertura perpendicular as linhas de
corrente, conforme visto na se¢do 2 do esquema da Figura 4.10. O fluido é desacelerado no
trajeto entre 1 e 2. No ponto 2, sobre a linha de corrente central do escoamento, a
velocidade é nula, pois o liquido esta estatico no interior do tubo. O ponto 2 é chamado de

Ponto de Estagnacao.

Figura 4.10: Medidor tipo Pitot (a) e detalhe do ponto de estagnacéao (b).

As tomadas de pressado perpendiculares as linhas de fluxo, como a do ponto 2, sédo
chamadas na pratica de “tomadas dinamicas” de pressao, porque sdo afetadas pela
velocidade do escoamento. Em contraposicdo, tomadas de pressdo paralelas as linhas de
fluxo, como as do ponto 1, sdo chamadas de “tomadas estaticas” de pressao, porque a

leitura indicada nédo é afetada pela velocidade do fluido.

Entre os pontos 1 e 2, ao longo da linha de corrente central, pode ser aplicada a
equacao de Bernoulli, supondo que a desaceleracdo da agua ocorre sem perda apreciavel

de energia.
2 2

V,
Py z,+—L= &+22+—2

/4 29 /4 29
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Temos z; = z, e V, =0, pois 0 ponto 2 é ponto de estagnacao.

A/ R Y

29 Yoo

Vl — /2 pZ;pl

O mandmetro diferencial de tubo em U permite calcular a diferenca de pressoes.

p1t+ ya+ yyl— yL — ya = p;

p2—p1 =m— 1)L
sendo “Hu “ 0 peso especifico do fluido manometrico e “¥* o peso especifico do fluido de
trabalho.

4.4.3. Orificios de pequenas dimensdes

Quando a carga sobre o orificio € grande em relacéo a seu didmetro, a velocidade de
saida do fluido é aproximadamente constante e o orificio € chamado de pequenas
dimensdes. A Figura 4.11 mostra o esquema de um grande reservatério descarregando
agua por um orificio, formando um jato livre. Em um grande reservatério o nivel da agua
varia muito lentamente.

v Veia contraida

V, Secéao v

: Distribuicao
h Contraida T ressges ~—
P g . ]
/ no orificio —
X ‘d \*:>‘y2 /;
| 1
1

Figura 4.11: Orificio de parede delgada em reservatdrio de grandes dimensdes e detalhe da veia

contraida.

A secdo contraida € a primeira secdo a partir do orificio em que a presséao do jato é
conhecida. Apds a secéo contraida o jato € livre (p = pam ) € antes dela a pressao segue
uma distribuicdo desconhecida, conforme indica o detalhe da Figura 4.11.

Aplicamos a equacédo de Bernoulli entre um ponto qualquer do reservatorio e a secao
contraida, com o referencial de cota no eixo do orificio.

P, 2 oop ’

Vl 2
— 4+ +——= = +7,+ =
/4 29 /4 29
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Qualquer que seja a posicao do ponto 1 no reservatério, desde que suficientemente
afastado do orificio, temos:

A o ]
E = 0 : acarga cinética é desprezivel;

Py + 2, = h : carga média sobre o orificio (ndo depende da posic¢&o do ponto 1).
v

Como na sec¢ao 2 o jato € livre, temos :
2

V
h = O+O+£ - V,=42gh

Entretanto, a velocidade real € menor que a calculada, devido as perdas no processo
de aceleracdo. Essas perdas sdo levadas em conta por um fator de correcdo experimental

da velocidade, chamado de Coeficiente de Velocidade (C,).
V.
CV — 2,Real

VZ,Teérica

A area do jato também é menor, devido a curvatura das linhas de corrente ao passar
pelo orificio. O fenbmeno da contracdo do jato € levado em conta por outro coeficiente
experimental, chamado de Coeficiente de Contragao (C).

ASegéo Contraida

CC == A
Orificio

Para orificios circulares de parede delgada C, varia entre 0,95 e 0,99 e 0 C; = 0,62.

A vazado através do orificio com area A, fica entao:

Q = Veear Ajato = Cyy29h X CcAp
E usual combinar os dois coeficientes experimentais num unico coeficiente, chamado
de Coeficiente de Descarga (Cp).
Cp = CcCy

E a vazao fica:

Q= CD\/Zgh

O coeficiente de descarga tipico de orificios circulares de parede delgada € 0,61.
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4.4.4. Bocais em condutos forcados

Quando um tubo descarrega por meio de um bocal que causa estreitamento da secéo
e aumento da velocidade, a vazdo descarregada pelo tubo pode ser facilmente determinada
com auxilio de um mandémetro. Esta aplicacéo é ilustrada pela Figura 4.12 que mostra um
bocal na extremidade de um tubo dotado de um piezémetro.

Piezbmetro P, = p, + yAz
h L2
Bocal Az L.C. retilineas
I e paralelas
‘b / ....... e ———Z—. —

Jato livre

Figura 4.12: Bocal descarregando em jato livre e detalhe da variacdo de pressédo no interior do tubo.

A vazado é determinada aplicando-se a equacdo de Bernoulli entre os pontos 1 e 2
situados ao longo da linha de corrente que passa pelo eixo do tubo.

A carga de pressdo no ponto 1, situado na linha média do tubo pode ser calculada
diretamente com a leitura no piezdbmetro, tendo em vista que no interior do tubo as linhas de
corrente séo retilineas e paralelas:

P1= Pam+ Yh - %:h

A equacéao de Bernoulli fica:

2 2 2 2
h+Zl+V—1: 0+22+V_2 N V_Z_V_lz h
29 29 29 29

A equacéo da continuidade fornece a relacéo entre as velocidades necessaria para

resolver o problema. Pela continuidade, temos:

V]_Al = V2A2—) VZ = Vlj_:

Resolvendo para V;, a velocidade no tubo:

V1 ==
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4.5, Exercicios

4.5.1) Um fluido de y = 10.000 N/m3 escoa por um tubo horizontal, com uma reducéo de
diametro de 150mm para 50mm. Sabendo que a pressao na secao 1, antes da reducdo, é
de 500.000 N/m?2, e a velocidade é 2m/s, calcular a presséo na sec¢éo 2, apds a reducio.

4.5.2) Desprezando as perdas no Venturi da figura, calcule a vaz&o de 4gua transportada.

D1=0,3m
D2=0,15m 2

4.5.3) A figura mostra dois Tubos Venturi verticais, transportando agua (p = 1000 kg/m?),
instalados lado a lado e interligados por dois circuitos manométricos, com fluido

manométrico de p = 2000 kg/m?. Sabendo que no ponto 1 a velocidade é 1m/s e a presséo
€ 10.000 Pa, pede-se:

a) Calcular a presséo no ponto 2 b) Calcular a presséo no ponto 3
c¢) Calcular a pressao no ponto 4 d) Calcular a vazao no venturi da esquerda.
3 ° ° 1 — z=1m
20m ||
4 . . 2 z=0,5m
||| o@2sm H

lQ 50mm

100mm
4.5.4) A figura mostra um reservatorio de grandes dimensdes, com ar pressurizado na parte
superior, conforme demonstrado pelo mandémetro. O reservatério possui um orificio de
0,01m de diametro em sua parede lateral, descarregando um jato livre na atmosfera, no qual
foi posicionado um tubo de Pitot, em posi¢cdo que nao obstrui o jato.
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Pede-se determinar a vazao que sai pelo orificio e a leitura h, sabendo que o coeficiente de
contracao do orificio € 0,66.

| -
o I &

0,40mJ| ‘T
-1 """ Jato Livre

4.5.5) O tubo de 100mm de diametro descarrega agua em jato livre através do bocal de
50mm. As perdas de carga entre a saida e o piezémetro sdo Ah = 10V%/2g sendo V a
velocidade no tubo. A leitura do piezémetro € h= 2,5m. Calcular a vazéo.

50mm

4.5.6) Agua de um reservatério de grandes dimensdes escoa em regime permanente na
tubulacdo da figura, que termina num bocal de 75mm descarregando em jato livre. O fluido
no mandmetro € mercurio (d=13,6). Pede-se determinar, desprezando as perdas: a) a vazao;
b) a presséo p indicada pelo manémetro no tubo de 100mm, e c) a carga H.

— - T T 'y

125mm 100mm
: p H

Y
75mm

\/
|

4.5.7) Agua de um reservatorio de grandes dimensdes escoa em regime permanente na
tubulacdo da figura, que termina num bocal de 100mm descarregando em jato livre. O fluido
no mandmetro € mercurio (d=13,6). Pede-se determinar, desprezando as perdas: a) a vazao;
b) a presséo p indicada pelo manémetro no tubo de 100mm, e c) a carga H.
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& i‘x 100mm

250mm

4.5.8) Um reservatério de grandes dimensées contém agua (y = 9.800 N/m*®) escoando por
um orificio circular de parede delgada na parede inclinada a 60°, sendo que o jato sobe até
um nivel 2,0 m acima do orificio. Sabe-se que a &rea do orificio € 5 cm?, e que seus
coeficientes sdo Cc = 0,60 e Cy = 0,9. Calcule a) a carga H no orificio b) a vaz&o escoada.

S S S S

4.5.9) Na tubulacao da figura a agua escoa com velocidade de 2,4 m/s no ponto A. Aonde o
nivel da agua chegara no piezémetro C?

-Alt. 32,4

4.5.10) Se cada mandémetro indicar a mesma leitura para uma vazao de 28 I/s, qual devera
ser o diametro da constricdo na figura deste problema?
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4.5.11) Para uma vazdo de ar de 2 m®/s (= 12,0 N/m®) qual devera ser a maior segéo A,
necessaria para que a agua se eleve até a abertura do piezdmetro? Despreze efeitos de

compressibilidade.

25 mm

Hg

0,09 m?

Agua

150 mm

4.5.12) Bombeia-se ar através de um tanque conforme indicado na figura. Desprezando
efeitos de compressibilidade, calcule a velocidade do ar no tubo de 100 mm. A pressao

atmosférica é de 91 kN/m? e o peso especifico do ar é igual a 11 N/m®.

Ex. 4.5.12

QP Vé4c. de 15 mmHg

Ar

N
/_1_

100 mm d

B

'J

Tubo
Sommd T

F - Jato

|
|
| Ex. 4513

Im
&;\"“"‘
1
I }
A r —— | \\ Disco

| e
| [ 03md 1.5m

U Hg (13,57

4.5.13) A 4gua escoa num tubo vertical de 50mm conforme a figura, caindo em jato livre
sobre um disco com 0,30m de didmetro. No centro do disco estd um manémetro diferencial.
O escoamento é axissimétrico, com a agua deixando o disco horizontalmente, num jato com

1mm de altura. Calcule a vazao e a deflexdo no mandémetro.
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CAPITULO 5: TRANSFORMACAO DE REYNOLDS

Relagéo Sistema x Volume de Controle

5.1 Introducéo
Vamos iniciar com o balancgo global de massa (equacéo 3.22), deduzido no item 3.3.

O - -
EjvcpdVOl + jscpv. dA = 0 (eq. 3.22)

Alguém com talento para generalizacbes pode perceber, ao considerar a equacao
5.22, que o sequndo membro representa uma declaracdo valida para qualquer Sistema, em
relacdo a massa, da seguinte forma:

dM

dt

=0 51
SISTEMA

O primeiro membro surgiu ao aplicar o conceito de conservacdo de massa a um VC,
ou seja, representa a taxa de variacdo da massa do V.C. ao longo do tempo. Mas, o0 que € a
taxa de variagdo no tempo da massa de um V.C.? Aplicando diretamente a definicdo do
calculo obtemos equacéo 5.2.
oM
at lyc

Myc (t+At)— My ()
At

= limAt_)O 5.2

Onde M indica a massa do Volume de Controle e os indices indicam o tempo em que ela é
avaliada.

Pergunta : Podemos demonstrar que a derivada da equacao 5.2 € equivalente
as duas integrais do balanco global da equacgéo 3.23?

Se provarmos que a derivada da equacdo 5.2 € igual as integrais do balanco da
equacao 3.22, mostraremos que, na verdade, a equacdo do balanco relaciona uma
propriedade da massa valida em um sistema a descricdo dessa mesma propriedade com
variaveis medidas de forma Euleriana, ou seja, em pontos definidos do espacgo. Tentaremos
deixar claro este ponto no proximo item.

5.2 Do Sistema ao Volume de Controle

A relacdo entre Sistema e Volume de Controle para uma dada lei fisica € chamada
também de Transformacdo de Reynolds. E uma ferramenta muito Gtil, porque todas as leis
da fisica classica se aplicam a quantidades de massa definidas. Na Mecanica dos Fluidos,
como ja pudemos perceber, € importante que tenhamos leis validas para uma regiao
definida do espaco, o Volume de Controle. Logicamente, tudo que for valido para a Massa,
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também sera valido para qualquer outra grandeza extensiva N. Nessa generalizacao para
outras grandezas extensivas nosso esforco sera amplamente recompensado.

Imagine um escoamento, visualizado esquematicamente na Figura 5.1 por meio de
suas linhas de corrente. Existe um Volume de Controle qualquer, que contém inicialmente
em seu interior uma massa que constitui o Sistema sob analise (Fig. 5.1(a)). Podemos
pensar que o volume foi demarcado por uma linha de tempo, acompanhando a forma do
sistema no instante inicial.

Decorrido um intervalo de tempo At, o Sistema, carregando consigo sua massa e suas
grandezas extensivas N, tera se deslocado devido ao escoamento, enquanto que o V.C.
permanece fixo no espaco, conforme ilustrado na Figura 5.1(b). Lembre-se que a Linha de
Tempo pode deformar-se ao acompanhar o escoamento, mas sempre demarcara a mesma
guantidade de fluido inicial (com a mesma massa e mesmas quantidades das grandezas
extensivas N - ver propriedades da linha de tempo).

@) tempo t (b) tempot+4 t
Sistema deslocou-se —~
S // \ 5 / l// \g
Ny, ~ 1
A\ S\ 2 3%
> \ / > \ \| / ,II
> >\ / > \ ‘\ /__ e

V.C. = Sistema V.C. permanece fixo

Figura 5.1: Volume de Controle e Sistema em dois instantes consecutivos nhum escoamento.

A situacdo do sistema em relacdo ao VC permite definir 3 regibes do espaco,
conforme assinalado na Figura 5.1(b). A massa do sistema no instante t corresponde a
massa contida nas regides 1 e 2. No instante seguinte a massa do sistema ocupa as regides
2 e 3. A mesma consideracéo vale para as quantidades de grandeza N que a massa possui:

[Ms]y = (My + M), 5.3
[Nsle = (Ni+ Np)q 5.3-a
[Mslerae = (Mz + M3)eq ac 5.4
[Nslesar = (N2 + N3deyac 5.4-a

Com esse expediente, as equacdes 5.3 e 5.4 relacionam a massa do sistema por
meio de medi¢cdes nas regides do espaco correspondentes, indicadas pelos indicesl, 2 e 3.
Observe gque as quantidades de massa e da grandeza N devem ser descritas por variaveis
Eulerianas, embora a quantidade total das grandezas seja de um sistema.

A taxa de variacdo no tempo da grandeza N (ou da massa M) do sistema fica entao:
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d_N _ I|m [Ns]t+At o [Ns]t _ I|m (Nz + Ns)t+At _(Nl + Nz)t
dt]s At At At—>0 At

5.5

Lembrando que N é substituido por M no caso do balanco de massa.

Observe que parte da massa do sistema que antes estava no V.C. foi afastada pelo
fluxo que entra no V.C., levando consigo suas grandezas extensivas. Assim, podemos
associar a grandeza N (ou a massa) da regido 1 da Figura 5.1 ao fluxo de entrada da
grandeza N ( ou da massa):

N, = F . At 5.6

1

Da mesma forma, ao acompanhar o escoamento, o0 sistema teve parte de sua massa
atravessando a area de saida, identificada pelo volume 3 da Figura 5.1. Portanto, o fluxo de
saida da grandeza N pode ser usado para calcular a quantidade Ns.

No = Fus A 5.7
Esses resultados serdo usados para simplificar a equagéo 5.5:
d_N = i (Nz)t+At_(N2)t+N3_N1
dt | Altrlg At 5.8
d_N = lim (NZ)t+At_(N2)t+(FN,s_FN,E)At
dt | ato At 5.9

E facil perceber que os fluxos da equacéo 5.9 ndo dependem do limite considerado,
porque sao fluxos médios no intervalo de tempo. Assim, a derivada da massa no sistema
fica com dois termos, mas apenas um varia no limite para At — 0:

dN (Nz)t+At_(N2)t + F

hekll IRNE _F
dt IAItrI(! At N,S NE 5.10

S

O préximo passo é verificar que quanto menor o tempo At, menor é o volume que vai
entrar e sair do V.C. devido ao escoamento. Isto implica que no limite o volume 2 tende para
o proprio Volume de Controle, de forma que podemos escrever a Lei Fisica da Conservacgao
da Massa da seguinte forma:

dN ON

dt S - E Ve + FN,S - FN,E 511

Usando as variaveis de interesse nos termos do segundo membro da equacéo 5.11

obtém-se, para o caso da Massa:
dMm 0

— S=O = — JycpdVol + [ .pV - dA 5.12

O esquema da Figura 5.2 realgca os aspectos interessantes da equacéao 5.12
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S p \
" LeiFisica -l Mesma Lei descrita com medicoes I
valida para Slstema: -, no Volume de Controle :
] 1o !
] aM (PR d - —
% —| =0i= — p dVol + pV - dA
.‘...‘ d t S' .'l a t I“P C S C I
e, o \-.. Il
.................. o.‘ ,‘
.O' ’
. ,

Variaveis Lagrangeanas <% < - > Variaveis Eulerianas

Figura 5.2: Transformacéo de Reynolds relaciona grandezas Lagrangeanas a grandezas Eulerianas

5.3 Balanco Global de Grandezas Extensivas

Vimos que tudo que é valido para a massa, também é valido para as grandezas
extensivas que a massa transporta. Assim, a relagdo sistema - volume de controle para uma
grandeza extensiva N qualquer pode ser escrita diretamente, a partir das equacbes 5.11 e

5.12 como:
dN 0 = —
ES=EIVCT]pdV0l + fSCT]deA 5.13

Lembrando que a quantidade especifica n da grandeza N é dada por: dN = n dm.

A equacdo 5.13 é chamada também de “balanco global de grandezas extensivas”.
Observe que ndo podemos considerar nula a taxa de variacado da grandeza no sistema (lado
esquerdo - Lagrange), pois isso € valido somente para a massa, € nao para grandezas
extensivas em geral. Isso sera visto com detalhe nos itens seguintes. A Figura 5.3 realca os
aspectos de mudanga de pontos de vista envolvidos na Transformacéo de Reynolds.

“Tei Fisica: T,
vaIe para Sistema

dN
dt lg

Mesma Lei descrita com medicdes \
no Volume de Controle

— T]pdVﬂI+ npﬁ-ﬂi

o
“‘
.
o —— e et o -—

Varidveis Lagrangeanas €t ‘= - > \Variaveis Eulerianas

Figura 5.3: Transformacado de Reynolds para uma grandeza extensiva N qualquer.
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CAPITULO 6: BALANCO GLOBAL DE ENERGIA

A energia € uma propriedade das substancias. Contrariamente ao trabalho ou
calor, o sistema possui uma quantidade determinada de energia, que é grandeza extensiva.
Sabemos da termodinamica como representar a variagao da energia de um sistema durante
um processo qualquer. Neste item vamos desenvolver o mesmo conceito em uma equagao
valida para um Volume de Controle, aplicando a 1% Lei a um sistema e usando a relacéo
Sistema - V.C.

A grandeza em questdo € a energia E, de forma que seu valor especifico por unidade
de massa (joules por kilograma, no Sl) é :

dN v 2
n = — = e = — +0z+ U
dm 2 L interna
|_ potencial
cinética 6.1

O primeiro principio da termodinamica € a lei da conservacao da energia, deduzida a
partir de observacao, e aplica-se a todos fendmenos fisicos. Para um processo qualquer, a
primeira lei diz que a variacdo da energia é igual a diferenca entre o calor fornecido ao
sistema e o trabalho realizado sobre o sistema durante qualquer variacdo de estado.

ferrren . Q-
K Sistema /

5Q — 6W = SE

Processo

Convencdo de Sinal

Portanto, unindo a 1* lei da termodinamica, que descreve a variacdo da energia num
sistema, ao resultado previsto pela relagdo Sistema - V.C., ficamos com a seguinte equagao:

dE N W S -
—| =5t st =srheerdvol + [ epV dA 6.2
dt | '

gue representa o balanco de energia num V.C.

Vamos agora colocar a equacado da energia em termos das grandezas fisicas que sédo
usadas nos célculos de escoamentos: pressdes, velocidades, cotas, poténcias de bombas e
perdas por atrito viscoso.

O primeiro passo nesse sentido é a divisdo do trabalho realizado pelo sistema sobre o
ambiente. Um sistema realiza trabalho sobre o ambiente quando ele se contrai ou expande.
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Nesse caso sdo as forcas de contato ao longo da sua superficie as responsaveis pelo
trabalho. Forgcas de contato originam-se das pressdes e das tensdes de cisalhamento ao
longo da superficie do sistema.

Além disso, trabalho pode ser extraido ou retirado de um sistema fluido sem que suas
fronteiras se movam, por meio do torque existente em um eixo com pas. E o caso das
bombas e turbinas.

) trabalho de eixo (bomba ou turbina)
WSy WY

\. —— trabalho de forcas tangenciais (cisalhamento)
trabalho de forcas normais (pressao)
trabalho das forcas de pressao

Imagine um sistema que esta se expandindo. Por exemplo, 0s gases no interior de um
cilindro de motor empurrando o pistao, como na Figura 6.1:

6.3

t t + At
pistdo de

I 4 area A e

—_— : E——
Fp—>_) -l Fp—>: B 9 b= mm e

—— B ——
P —— i  ———
| AX |

Figura 6.1: Trabalho realizado pelas for¢as de pressao

O trabalho realizado pelas forcas de pressdo na fronteira do sistema durante a
expanséao é dado por

AW, = F-Ax AW, = pAAX 6.4
A taxa de realizacdo de trabalho € dada por AW, / At:
AW - AX .
p
= pA— = pV-A
AL p AL p 6.5

O resultado da eq. 6.5 é valido quando a presséo e a velocidade sdo constantes ao
longo da area e durante o intervalo At.

No caso geral devemos usar valores instantéaneos da velocidade, e forgas atuando em
uma area elementar d4. Essas forcas sao dadas por ﬁ = pd_A Assim o trabalho das forcas
ao longo de toda a area movel é:

SW L
5tp = jA pdA-V

(trabalho das forcas de pressao) 6.6
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trabalho das forcas tangenciais

Podem existir também tensGes de cisalhamento atuando na superficie do sistema.
Mas o trabalho das forcas tangenciais serd anulado sempre que as areas forem
perpendiculares ao vetor velocidade. Devemos nos lembrar disso quando escolhermos o
V.C. dos problemas, para facilitar a solucdo. Veja a Figura 6.2:

> —_—
Fp
—

—_—— e, e e e

Figura 6.2: Fronteira movel em que o trabalho das for¢cas tangenciais é nulo

Portanto, o trabalho das forcas de contato fica reduzido apenas ao trabalho das forcas
de pressao nas entradas e saidas do V.C., desde que as areas de entrada e saida sejam
perpendiculares as velocidades. Assim, temos que:

W W, SW
+e

LB,
st St ot Ji.ss POAV + St 6.7

As éareas de entrada e saida podem ser substituidas por toda a superficie do V.C.,
pois ao longo das areas laterais a velocidade é, por definicdo, perpendicular a area e o
produto escalar dA-V énulo.

W
St

S OW,

Usando o resultado da equacédo 6.8 para substituir o termo do trabalho na equacéao
6.2 vemos que:

5Q W, 5w 5 B
— — ¢ = — | epdVol + epV-dA
st st st ot Jicer Jier 6.9
5Q W,

0 P -
= — | _epdVol + —+e )pV-dA
St St ot Jvc P ISC( 0 )p 6.10

Balanco Integral da energia

Os termos da equacao do balanco integral da energia, eq. 6.10, representam trabalho
por unidade de tempo. Assim, todos os termos equivalem a taxas de variagdo da energia no
tempo. No caso do segundo termo do segundo membro essa variagcdo da energia no tempo
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decorre da diferenca de fluxos de entrada e saida de trabalho das forcas de pressao (p/p) e
energia interna (e) nas fronteiras do sistema. Suas dimensdes sao dadas por:

ML
SW1 FL T2 2
oo Tt M 6.11
5t TT g

As unidades no Sl na equacgao 6.10 séao de joules por segundo, ou Watt.

6.1 Aplicacdo a um V.C. em Regime Permanente

As situacfes mais comuns na vida pratica sdo as que envolvem um VC com apenas
uma entrada e uma saida, operando em regime permanente, conforme a Figura 6.3. Vamos
considerar também um trabalho de eixo, ja que € muito comum a presenca de bombas ou
turbinas nas aplicacdes hidraulicas.

We
—
A entrada
""" [
jyrﬂ"/m I A lateral
______ I S | "/
i
| . N
—L—-—-—-—-—-—. I 2 2
] secao 2: U,
e T | .2
secaol: Uy i
i

Figura 6.3: VC para aplicagcdo do balanco integral da energia

Como o regime é permanente, a integral de volume da equacédo 6.10 desaparece.
Usando os valores médios das grandezas do escoamento nas areas 1 e 2, de entrada e
saida, podemos efetuar a integral de superficie. Com esses passos a equacao da energia
fica:

) oW,
5?_ ot - (&_"ez )szzAz - (&+el)p1V1Al 6.12
P2 Py

Podemos rearranjar os termos da equacao 6.12 e escrever a energia especifica “e”
em termos de suas componentes cinética, potencial e interna:
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2 2
0Q p; Vi dW p, Vs

+( + +0z; +Up )pViA = © o+ ( + +0Z, +Uy )paVa Ay
5t py 2 5t p,

6.13

Se aplicarmos agora o principio da conservacdo da massa para escoamentos
permanentes, veremos que p;ViA; = p,V7A; = Fy . Podemos dividir entdo os dois membros
da equacéao 6.13 pelo fluxo de massa.

2 2
5 v SW \
_%Q ( £+L+gzl Uy ) = —— + ( p—2+—2+g22 +U, ) 6.14
otp VA pP1 2 otp VA P> 2
O fluxo de massa multiplicado por um intervalo de tempo &t fornece a massa escoada
durante o tempo:

om

Com 6.15 em 6.14 vemos que 0s termos iniciais dos dois membros da equagéo 6.14
representam, respectivamente, quantidade de calor e trabalho por unidade de massa
acrescentados ou retirados do V.C.

QL (P )= e (P2 2 ) 616

—+—+0Z7 +Uq —— +——+0Z, + Uy
dm P 2 dm pPo
Todos os termos da equacao do balanco global da energia representam trabalho, ou
energia, por unidade de massa do escoamento. Suas dimensées sdo [L°T?] e as unidades
no sistema S| sdo m?/s?.
Partindo da forma basica surgem simplificacfes para as aplicaces mais comuns na

pratica, visto que nem todos os termos tém importancia igual em todos os problemas.

6.2 Problemas isotérmicos: bombas, turbinas hidraulicas e tubulactes

O escoamento dos fluidos reais sempre leva a gradientes de velocidade e ao
aparecimento de tensfes de cisalhamento. Sempre existe a geracdo de calor pelo trabalho
das forcas viscosas dissipativas, mesmo que nao existam fontes de calor no volume de
controle. Nessas aplicagcbes hidraulicas € conveniente agrupar o termo do calor aos da
energia interna e o balanco de energia, a partir da equacéo 6.16, fica:

2 2
&+—Vl +0z, — oW, =P +_V2 + 0z, +(u2_u1_ﬂ ) 6.17
P 2 om o 2 om

A acao das forcas de atrito viscoso numa particula que escoa entre as secbes 1 e 2
provoca seu aquecimento. Portanto up - u; >0. Entretanto, parte desse calor gerado é
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perdido para o ambiente, o que torna o termo do calor (&Q/om) negativo pela nossa
convencdao. Assim, verifica-se que o ultimo termo da equacédo 6.17 € sempre positivo.

Uma vez que a transformacédo de trabalho em calor € um processo irreversivel, a
quantidade de energia representada pelo ultimo termo ndo pode mais ser recuperada para
trabalho Util. Dizemos entédo que o termo final da equacao representa uma perda de energia
do sistema. Trata-se, em outras palavras, da irreversibilidade do processo, ou seja, a
diferenca entre o trabalho realizado ao longo de um caminho reversivel e o real.

Usando a notacdo de perdas para o termo das irreversibilidades do escoamento, a
equacdao da energia fica:

2 2
Py gz, +VA _ oW, _ P gz, +V—2 + Perdas, , 6.18
P 2 6 m P2 2

Os termos da equacao 6.18 representam energia por unidade de massa, ou joules por
kilograma no SlI.

Dividindo-se a equacéao 6.18 pela aceleracédo da gravidade o resultado néo se altera e
a equacao fica expressa em termos chamados de Carga, muito utilizados na pratica quando
se trata de escoamentos incompressiveis. Em termos de carga, o balanco de energia fica:

pP1 vE p2 Vi
-+ z+—=——Hy==4+2,+ =+ AH,_ 6.19
Y 1 29 M Y 2 24 1-2

A carga representa energia por unidade de peso do fluido em escoamento, e é
expressa em metros no sistema Sl, dimensoées [L]. A carga de eixo (He) € chamada também
de altura manométrica da bomba ou turbina. Lembre que a altura manométrica de uma
bomba hidraulica é negativa, pois a bomba adiciona energia ao fluido em escoamento.
Inversamente, a altura manométrica de uma turbina é positiva. O termo das perdas
dissipativas por unidade de peso é chamado de perda de carga, e € sempre positivo.

O termo dissipativo (Perdas) ndo é calculado com a termodindmica e sim com
equacdes independentes, baseadas na dinamica dos escoamentos. E necessario conhecer
as tensodes de cisalhamento no interior do escoamento, o que sO é possivel em escoamentos
laminares. Essas demonstracdes sao encontradas em textos mais avangcados de mecanica
dos fluidos. No escoamento turbulento, entretanto, € indispensavel usar resultados
experimentais para avaliar as perdas por dissipacao.

Varias férmulas empiricas foram ajustadas pelos pesquisadores em hidraulica. O item

6.4 apresenta algumas férmulas para o céalculo da perda de carga.
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6.3 Exemplos llustrativos

EXEMPLO 6.3.1: troca de calor em escoamento incompressivel

Um aquecedor solar com area exposta ao sol de 4m? é utilizado para aquecer agua. Em
determinado instante a placa capta a radiacdo solar com densidade de fluxo de 500W/m?. A
agua a ser aquecida passa através do aquecedor com velocidade de 0,5m/s no interior de
tubos de 10 mm de diametro interno. Sabe-se que a agua entra no aquecedor com
temperatura de 20°C, e que a eficiéncia do aquecedor € de 45%, porque apenas parte do
calor captado € transferido para a agua. Supondo que a massa especifica da agua
permaneca constante (p = 1000kg/m®), pede-se escrever a equacdo da energia para o
problema e calcular a temperatura de saida da agua. Dado: ¢ = 4185 J/(kg°C).

Andlise:

O escoamento € considerado incompressivel, visto que a diminuicdo da massa
especifica com a temperatura € desprezada. O volume de controle a ser usado (conjunto de
captador solar e serpentina de tubos que formam o aquecedor) possui apenas uma entrada
e uma saida. Nao ha bombas ou turbinas no interior do V.C. de modo que o trabalho de eixo
€ nulo. Além disso, o regime de escoamento € permanente. Uma hipétese simplificadora

importante.
Solucéo:
Partindo da equacao basica 5.10
5Q_8We _ 0 (B+ e)pV-dA
s = 5 JycepdVol + Jse St e pV-dA

Descartando os termos de trabalho de eixo e de variagdo no tempo

88—(3 = fsc(g"" e)pV-d_A)

Considerando que o VC s6 tem uma entrada (se¢do 1) e uma saida (secéo 2) de
agua, a integral em SC é dividida

5= G G e)eT @), (e e)oV

Considerando que as grandezas sao igualmente distribuidas pelo interior do tubo nas
secdes de entrada e saida, os termos da energia especifica “e” e do trabalho nas fronteiras
(p/p) pode sair da integral

8Q - — - —
== %+e1)f1 pV-dA + (%+e2)f2 pV-dA

Considerando que foi dada a velocidade média nas sec¢des de entrada e saida,
avaliamos as integrais:

5Q

e = (Cre)(-pViA) + (F+er)(+p Vahy)

Sendo o escoamento permanente, p V;A; = p V,A, e, sendo incompressivel,
ViA; = V,A, , ou seja, vazdo de entrada e saida séo iguais. Além disso, como a area do
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tubo é constante, a velocidade ndo se altera. Usando essas informacfes e desdobrando a
energia especifica:

8Q p \'%& p V?
= = [(f+gzz + +u2) — ?1+gzl += +u1)]pVA
Podemos desprezar a diferenca de pressao, assim como a diferenca de cota entre a
entrada e saida. Assim, a equacédo do balanco global de energia, com as simplificac6es do
problema em questao fica:
6Q

ot (up —upVA= c(T,—T)pVA

Os valores numéricos conhecidos sao:

29 = 0,35x500% x4m? =700 W
6t m

T x0,012

pVA =1000 22 x1,0 & x m? = 0,0785 %2
m S N

Substituindo os valores numéricos na equac¢ao do balanco de energia:

k
700 W = 4185 J x 0,0785 9 (T, — 20) °C
kg°C s

Resolvendo obtém-se: T, = 22,1°C
Resposta: nas condigbes dadas a agua deixara o aquecedor com temperatura de 22,1°C.
Comentério: A temperatura de saida ficou muito baixa. Observando-se a equacao deduzida
para o problema percebe-se que, para melhorar o resultado, é possivel (a) aumentar a area

do coletor solar ou (b) diminuir a vazéo de 4gua através dos tubos.

EXEMPLO 6.3.2: escoamento compressivel com troca de calor

Uma turbina a vapor usa 4.600 kg/h de vapor e entrega 700 kW de poténcia a um gerador
elétrico, conforme a figura. Os dados de entrada e saida do vapor sdo dados a seguir. Pede-
se calcular a perda de calor através da carcaca da turbina e nos mancais. Calcular a efi-
ciéncia da turbina. Entrada: h; = 2790kJ/kg; V1 = 60m/s. Saida: h, = 2093kJ/kg; Vo, = 270m/s.

|"rT.\' (’2‘\\]
d_Q \___/J S
dt ﬁ‘j (A
V.G
"—.L-———L—I—* dw, )
\ 2 =700/
I l dt
AN :
! Turbina . Garador
|
|
l | TN
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Andélise: Com o volume de controle desenhado na figura, aplicaremos o balango de energia
em regime permanente.

Nos casos de escoamentos compressiveis com variacdo de temperatura entre a
entrada e saida do VC, é util escrever a equagdo explicitando a entalpia h (h =u + p/p).
Nesses casos, apds as simplificacées para regime permanente em um VC com apenas uma
entrada e uma saida, a equacado 5.10 é transformada na eq. 5.14 fica:

2 2
_5Q ( &+L+gzl +u; ) = OWe + ( p—2+v—2+g22 +U, )
otp VA pP1 2 otp VA pPo 2
Pelo fato do escoamento ser compressivel, os termos p/p e u sdo somados para formar a
entalpia do gas, de forma que a equacao do balanco fica:

0 (M, i) M (L
5t pV A 2 T9aT M) T S ova 2 T 97T

Nas condicfes do problema a diferenca de energia potencial pode ser desprezada. Os
demais termos foram fornecidos.
Solucéo:

a) Perda de calor:

Substituindo os valores numéricos na equagao acima, temos:
kg

Fn= pVA = 46005 =1278kg/s
5Q W, V3 £
5t~ ot T <7+h2 “\Zzth
5Q kg [(270°  60%\m? ]
== 700000+1,278?< i )S—2+(2093—2791)x1000@]
o)
0 _arerw
ot

O sinal negativo indica que o calor deixa o volume de controle.

b) Eficiéncia
O calculo da eficiéncia usa o fato de que quando ha 100% de eficiéncia a perda de calor é
nula. Assim, o trabalho reversivel € dado pela energia total retirada do vapor, conforme a

equacao:
V3 Vi
(72+ hz) — (71 + h1>

6VV€,T'€V

ot

Wrey
ot

:Fm

= 847761 W
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O trabalho reversivel pode ser calculado diretamente, somando o trabalho liquido (700kW)
as perdas (147kW).

A eficiéncia é dada pelo trabalho liquido em relacdo ao trabalho maximo (reversivel)
oW, 700000

= = = 0,826
= sw.,, 847761
Portanto, 82,6% de eficiéncia da turbina.
EXEMPLO 6.3.3: escoamento incompressivel isotérmico

A figura mostra uma bomba que retira 4gua de um grande reservatério por meio de uma
tubulacéo de 150mm de diametro, e descarrega em jato livre num ponto 30m acima do eixo
da bomba.

=

@ 3[‘]”1

Bomba

A presséo relativa na secdo 1 (succdo da bomba é de 100 kPa) e a velocidade é 6m/s.
Sabendo que a velocidade no bocal de saida é 10m/s e que as perdas de carga na
tubulacdo sdo de 5 m.c.a., calcular a poténcia fornecida pela bomba. Sabendo que o
rendimento da bomba é de 65%, calcular a poténcia consumida pela bomba.

Anélise:

O escoamento é considerado incompressivel e permanente. Adotamos como volume de
controle a agua na tubulacdo entre as secdes 1 e 2. O jato descarrega com pressao
atmosférica (jato livre), portanto com pressao relativa nula. O balan¢o de energia para este
caso € dado pela equacao 5.19 em termos de trabalho por unidade de massa:

2 2
ﬂ+v_1 +0z, — OWe = P +V—2+ gz, + Perdas, ,
o 2 om p, 2

Perdas

2
Sabendo que AH = , temos que Perdas;_, = AH,_, X g (7:—2)

Solucéo:
Adotando massa especifica da agua p = 1000 kg/m® e substituindo valores na equacgao
acima,

100000 672 W, _ 10?

= s X X
1000 + 2+O S 0+ > +98x30+5 x9,8
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W, J
5 =~ 275G

O termo é negativo porque se trata de uma bomba que realiza trabalho sobre a 4gua.

A poténcia fornecida pela bomba é calculada multiplicando-se o termo do trabalho de eixo
por unidade de massa pelo fluxo de massa do escoamento.

SWe

om

Pot = pV A

Pot = 1000 x 10 x 0,005625 x 275 = 15470 W

~ . . Potrigui 15470
A poténcia consumida : Potg,mpe = L;”“d“ = ———=23800W
B ’

Obs: a poténcia consumida pela bomba é maior do que a transferida ao liquido devido
principalmente a perdas por atrito nos mancais e por recirculacdo do liquido no interior da
bomba, das zonas de alta para as de baixa pressao.

6.4 Efeito do Atrito nos Escoamentos

Podemos fazer a analogia entre o escoamento no interior de um tubo e um trem
sendo empurrado nos trilhos por uma locomotiva, conforme o esquema da Figura 6.4.

.

5
H | Vv
i
|
|
|
|
|
|
|

1
—
FA i

———— I N
—_——— = I w

4
H
|
|
|
|
|
|

I 5

Figura 6.4: Diagrama de forcas aplicadas a cada ligacao entre vagdes
empurrados por uma locomotiva.

Na analogia entre trem e escoamento, cada vagao pode ser imaginado como uma
certa quantidade de massa do fluido em escoamento. As forcas transmitidas para cada
vagao pelos vinculos correspondem no escoamento as forcas resultantes das pressdes que
atuam em cada face dos elementos de massa.

Supondo massas e atrito iguais em todos os vagodes, podemos calcular as forgcas nos
vinculos entre os vagdes, que sdo as barras 1,2,3,4 e 5 vistas na Fig.6.4. Nada impede que
as forcas sejam colocadas num gréfico da posicdo dos vagoées.

Na Figura 6.4 a energia para o movimento é fornecida pela locomotiva, e consumida
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pelo trabalho dissipativo do atrito ao longo do trem. Com isso as for¢cas nos vinculos entre
vagoes diminuem.

No caso de fluido escoando num tubo, as forcas nos vinculos sdo substituidas por
distribuicdo de tensdes ao longo da area de contato entre os elementos de massa, conforme
0 esquema da Figura 6.5.

= V
— 1 2 3 4 5 6 - >
l
(a)
Tp Diagrama de Forcas
S TN S R T F
T £ 5-4
» I < 3-4 ® -+
- 4 —~ —_—
I:‘3-4 —_ —~-— P5_4 <F_
— e at
(b) Tp (c)

Figura 6.5: Fluido escoando em um tubo - (a) analogia entre as massas de fluido e os vagdes do trem;
(b) isolando o elemento de fluido; (c) diagrama de forcas resultantes no elemento 4.

Pensando em cada uma das por¢des de massa de fluido, representadas pelos blocos
numerados da Figura 6.5, vemos que elas recebem energia para o escoamento ( fornecida
por uma bomba ) e, a medida que passa 0 tempo, essa energia é dissipada pelo trabalho
das forcas de atrito, fazendo com que a pressao diminua. Podemos entdo equacionar as
diferencas de forcas entre os vinculos em funcéo do atrito:

F3_4 = Fs_4 + Fg
Usando A, = Area lateral e At = Area de secéo transversal vemos que:

_ _ Tp AL
F3_4 = p3_4 Ar =  Ps—4 = P3-4 — Ar
Fs_y = ps_4 Ar

Observe que o bloco 5 de fluido ja esteve anteriormente na posi¢éao do bloco 1. Com o
avanco do tempo ele se desloca e perde pressédo. Entretanto, outra massa trazida pelo
escoamento ocupa a posi¢céo do bloco 1 quando ele se desloca para a posi¢ao do bloco 2 e
assim sucessivamente.

Assim, embora as unidades de massa ( blocos ) sejam transportadas no espaco ao
longo do tubo, o perfil de pressbes visualizado em um determinado trecho do tubo
permanece constante no tempo. Este raciocinio leva ao perfil de pressdes no tubo conforme
a Figura 6.6:
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Perfil de Pressodes

A
I observadas no tubo.
1 2 3 4

5

X
—

Figura 6.6: Diagrama de pressdes resultantes no escoamento de fluido num tubo.
devido a viscosidade do fluido (forgcas de atrito).

Veja que a analogia ndo é perfeita devido a essa maior liberdade de raciocinio que
temos ao analisar 0os escoamentos, jA que uma unidade de massa pode sempre ser
substituida por outra, num determinado local de andlise, a medida que passa o tempo

No trem, as forcas permanecem constantes ao longo do tempo em cada vagéo
(Sistema — Andlise Lagrangeana). Com o fluido, as pressdes permanecem constantes em
uma dada regido do tubo (Volume de Controle — Analise Euleriana).

6.4.1 Perdas de Carga em Escoamento em Tubos

A energia por unidade de peso do fluido em escoamento, ou carga total, foi definida
pela equacéo 4,14, assim como seus componentes, a carga piezométrica e a carga cinética.
Os termos da equagao da energia podem ser representados graficamente num escoamento
em tubos pelas Linhas de Carga, conforme o esquema da Figura 6.7.

Linha de Energia

Linha Piezométrica AH

Piezédmetro Tt

LSS S S S S S S SSSSSSS

Figura 6.7: Linhas de carga hum trecho de tubo: H = carga total, AH = perda de carga.

A equacao da energia, na forma de cargas da Equacéo 6.19, pode ser aplicada entre
as secbes 1 e 2 do escoamento da Figura 6.7.
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2 2

V P. V
Py Z+—+— —-H,= *+z,+—%* +4H_,
y 29 y 29
Como nao ha trabalho de eixo a equacao fica:
P1 Vi P vy
—+ z1+ ;—=—+ 2+ — + AH,_
y T2 vy P2 "

Desta forma, no caso do escoamento em tubo da Figura 6.7, a perda de carga é
escrita como:

2 2
MHy, = (B4 2,4+ 2) - (B4, + 0 6.20
Y 2g Y 2g

As perdas de energia por unidade de peso, ou perdas de carga, numa tubulacdo com
escoamento forcado, podem ser expressas pela chamada equagéo universal:
2
AH ., =f LV— 6.21
D 2¢
em gue a perda é dada em metros, f € um adimensional chamado fator de atrito, L € o
comprimento em metros entre as se¢des 1 e 2 e D é o diametro da tubulagdo em metros.

O fator de atrito f € determinado por ajuste de dados experimentais. Sabe-se que f
depende do nimero de Reynolds do escoamento e da rugosidade relativa €/D. A utilizacdo
das formulas originais de regressao para o fator de atrito é dificultada porque sdo equacdes
implicitas, ou seja, com a incognita nos dois membros.

Vérias aproximacoes explicitas para o fator de atrito f foram propostas ao longo da
segunda metade do século 20. Uma aproximacdo bem simples e com faixa de validade
bastante ampla foi apresentada por Swamee e Jain (1976), conforme a equacao 6.22.

2
€ 5,74
In +
3,7D Re 09

sendo ¢ a rugosidade absoluta da parede do tubo, D o diametro interno do tubo e Re o

adimensional niumero de Reynolds.
O numero de Reynolds é dado por:
pVD VD

Re = = 6.23
1 \Y

Sendo: p (kg/m® a massa especifica; i (kg/m.s) a viscosidade e v = p/p (m?/s) a
viscosidade cinemética.

A formula de Swamee e Jain possui um erro de no maximo +1% em relacdo ao
diagrama de Colebrook- Moody. Os limites de utilizacdo sdo: 10°<e/D<10? e
5000 < Re < 10°.

Para escoamentos laminares o fator de atrito € :
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f = i—4; valida para Re <2000 6.24
e

Para facilitar a solucdo de problemas eventuais que requeiram a determinacdo do
fator de atrito, pode se utilizada uma solucao gréafica, com os valores numéricos do fator de
atrito fornecidos pelo diagrama de Colebrook — Moody, apresentado na Figura 6.8.
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Figura 6.8: Diagrama de Colebrook — Moody, apresentando o comportamento do fator de atrito f.

O diagrama de Moody mostra que o fator adimensional de atrito possui um
comportamento relativamente complexo, em funcéo do tipo de escoamento, da rugosidade
do tubo e do numero de Reynolds. A explicacdo deste comportamento é apresentada com
mais detalhes no item 6.4.2, com auxilio da anéalise dimensional do problema.

Exemplo 6.4.1: Um reservatério de nivel constante alimenta uma tubulacdo de ferro
galvanizado (e = 0,15mm) de 250 mm de diametro e 500m de comprimento, que conduz
agua (v = 1,1 x 10 " m?/s) até um reservatério com o nivel de 4gua situado 20m abaixo. Uma
vazdo de 0,15m%s é regulada por um registro no final da tubulacdo. Pede-se calcular: a) a
perda de carga na tubulac&o; b) a presséo antes do registro de regulagem.

Andlise:

Serd necessario calcular a perda de carga na tubulacdo e, para isso, vamos supor
escoamento turbulento, aplicando a equacédo de Swamee e Jain (6.22). A carga antes do
registro sera calculada pela equacdo da energia aplicada entre um ponto qualquer da agua
parada no reservatério e o ponto imediatamente a montante do registro de saida da
tubulacéo.
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Inicialmente, calculamos o numero de Reynolds do escoamento:
_pVD _VD _ 4Q 4x015

Re = =
U v oD x11x107°x0,25

= 694494

Como Re esta dentro dos limites de utilizac&o, a eq. 6.22 pode ser usada:

f= 1325 ~=0,0181

0,15 5,74
In + o9
3,7*200 694494™
A perda de carga € dada pela eq. 6.21. Com os valores huméricos temos:

2
AH ., =0,0181x 500 % 8x0,15

0,25 9.8x7?x0,25°

=17,28m

Resposta item a: Cada Newton de fluido perdeu 17,28 Joules de energia devido ao
atrito viscoso, ao percorrer os 500m de tubo. Essa energia foi transformada em calor.

Resta calcular a pressdo a montante do registro, aplicando a equagao da energia.
Chamamos o ponto inicial do reservatorio de “1”, tomado, por simplicidade, na superficie do

reservatorio, e de “2” o ponto imediatamente a montante do registro.

ﬂ‘l‘ Zl'l'V_lz_HM:p_z‘l' Zz+V_22+ AHl—Z (eQGlg)
Y 29 Y 29

Como nao ha trabalho de eixo a equacao fica:

P1 V12 P2 sz
—+ + —=—+ + — + AH,_
Y 2 29 Y “2 2g 12

Substituindo os valores numeéricos, lembrando que V = /A = 3,06m/s, vem:
2
0+20+0="2404 3,06 +17,28 = P2 _ 20-17,28—-0,48= 2,24m
% 2x9,8 ¥
Tendo a carga equivalente a 2,24m, o calculo da pressao é imediato:
p, =7y X2,24=9800 X 2,24 = 21.592 Pa

Respostaitem b: A presséo imediatamente a montante do registro € 21,5kPa.

Comentarios adicionais: A perda de carga no tubo permite calcular a poténcia total
dissipada pelo atrito viscoso ao longo do comprimento do tubo. Como a perda de carga € a
energia perdida por cada Newton que escoa, basta multiplica-la pelo fluxo de agua em
Newtons por segundo, como segue:

Potpissipadaruvo = ¥ @ AH_, = 9800 0,15 17,28 = 25.402W

Imediatamente apds o registro esta a saida do tubo com pressédo nula, e a carga
cinética € a mesma antes e depois do registro, porque o escoamento € permanente. Com
isso deduzimos que a perda de carga no registro € igual a 2,24m. Para que a vazao seja
regulada o registro dissipa uma poténcia dada por:

Potpissipadaregistro = ¥ Q AHgegistro = 9800 0,15 2,24 = 3.293W
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6.4.2 Sobre o Fator de Atrito

Todas as grandezas da equacdo 6.21 podem ser medidas experimentalmente, para
determinar o coeficiente de atrito, por meio de ensaios de simples execu¢do. Um esquema
experimental tipico € mostrado na Figura 6.9.

L

~— Venturi
4

o 1

Figura 6.9: Arranjo experimental para determinacé&o de perdas de carga.

A secdo experimental situa-se entre os pontos 1 e 2 da Figura 6.9, sendo alimentada
por agua em circuito fechado por meio da bomba centrifuga. A vazdo é regulada pelo
registro e medida pelo tubo Venturi. A aplicacdo da equacéo da energia entre asecdo 1 e 2 é
apresentada na equacao 6.20.

2 2
AH1_2 =(p_y2+ Zz‘l' \2/_;) - (%"‘ Z1+ ‘2/_;)

Nas condi¢cbes do ensaio a carga cinética e a carga potencial se mantém constantes
entre as secdes 1 e 2 porque o tubo é horizontal e com didmetro constante.

Dessa forma, a dissipacdo de energia € indicada pela diferenca de pressdo medida
pelo mandémetro diferencial.

AHl—Z =& - &

Y Y
Os resultados obtidos nos ensaios mostraram as seguintes caracteristicas da perda

de carga:

1. Aperda de carga ndo depende da pressao do tubo;

2. Aperda de carga é diretamente proporcional ao comprimento do tubo;

3. A perda de carga depende da rugosidade do tubo no escoamento
turbulento, mas ndo no escoamento laminar;

4. A perda de carga diminui com o aumento do didmetro e aumenta com a
velocidade do escoamento;

5. Aperda de carga depende da viscosidade do fluido.
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A partir das informacOes experimentais e analisando o problema fisico podemos
afirmar que o fator de atrito ira depender de 7 variaveis dimensionais, ou seja:

f=fWV,Dp,uec,m 6.25

Na relacdo 6.25 temos: € é uma medida do tamanho da rugosidade e tem dimenséo L
(comprimento), € é uma medida do arranjo da rugosidade e também tem dimensédo L, m é
um fator de forma, que depende do formato das rugosidades e é adimensional. A Figura 6.10
mostra um exemplo de como rugosidades de mesmo tamanho podem ser dispostas em
diferentes arranjos e como a forma da rugosidade pode influenciar no escoamento.

AMAT LT

81
hhhhh. " A AT
T ,
Arranjo Fator deforma

Figura 6.10: llustracdo de diferencas de arranjo e de forma de rugosidades de mesmo tamanho.

Além das 3 variaveis descritoras da rugosidade o fator de atrito depende da
velocidade V do escoamento, do diametro D do tubo, e do fluido em escoamento,
representado pela massa especifica p e pela viscosidade dinamica . Como f é
adimensional, ele deve ser fungdo das 7 variaveis agrupadas de forma adimensional.

Pensando na situacéo de tubo liso, €, € e m sdo nulos, de forma que o fator de atrito
depende apenas das 4 primeiras grandezas agrupadas num adimensional. Da analise das
dimensbes das grandezas, ou pela aplicacdo do Teorema Tt da andlise dimensional,
podemos concluir que este adimensional € o nimero de Reynolds.

Para adimensionalizar os descritores da rugosidade basta dividir pelo diametro, ou
seja, usar tamanhos relativos. Assim, a descricdo do fator de atrito em termos adimensionais
deve ser uma funcéo do tipo:

f=f(E2 2% m) 6.26

u

Embora a andlise dimensional seja util para definir os parametros adimensionais que
irdo descrever o fenbmeno em qualquer escala, ela nada fala sobre a forma da funcéo f, que
dever ser determinada experimentalmente.

Blasius, em 1913, foi o primeiro a correlacionar os dados experimentais em
escoamento turbulento, mas apenas para tubos lisos. A férmula empirica de Blasius
correlacionou os resultados dos ensaios com uma dispersao de + 5%, sendo dada por:

f= 0,316
~ Rel/4

6.27

O efeito do paréametro &D, chamado de rugosidade relativa, foi esclarecido por
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Nikuradse, em 1933. Nikuradse utilizou tubos de vidro revestidos internamente com graos de
areia de tamanho uniforme. Os ensaios de Nikuradse demonstraram que o fator de atrito de
tubos rugosos comporta a divisdo em 3 regides, que podem ser observadas na Figura 6.8 e,
de forma mais esquematica, na Figura 6.11: na primeira, chamada de escoamento turbulento
hidraulicamente liso, o tubo possui 0 mesmo fator de atrito de um tubo liso; nesta regido f
nao depende da rugosidade relativa do tubo. Com o crescimento do nimero de Reynolds, o
fator de atrito comeca a depender tanto do nimero de Reynolds quanto da rugosidade; esta
segunda regido € chamada de escoamento turbulento de transicdo. Na terceira regido,
chamada de escoamento turbulento hidraulicamente rugoso, o fator de atrito depende
apenas da rugosidade relativa.

Com os dados de Nikuradse para tubos lisos e para a regido de escoamento
hidraulicamente liso dos tubos rugosos, a equacao do fator de atrito € dada por:

L o086 (Re,/f)-08

\/T 6.28

A equacao também vale para tubos de pequenas rugosidades relativas, quando o
namero de Reynolds é baixo. O escoamento na regido em que o fator de atrito de um tubo
rugoso fica igual ao de um tubo liso, € chamado de Escoamento Hidraulicamente Liso.

Para a regido de turbuléncia completa, ou de escoamento hidraulicamente rugoso, a
equacao de regressao dos dados experimentais é:

STy 0,86In(£j

\/T D 6.29

Observe que na regido de turbuléncia completa, ou de Escoamento
Hidraulicamente Rugoso, o fator de atrito ndo depende de Re, e as curvas de regressao
ficam horizontais no diagrama de Moody.

Na zona de transicdo entre os escoamentos hidraulicamente lisos e rugosos,
entretanto, os resultados de Nikuradse ndo sao validos para tubos comerciais, que possuem
uma rugosidade composta de diversos tamanhos e formas, dispostos em padrbes que
dependem da técnica de fabricacdo do tubo. O comportamento de tubos rugosos comerciais
foi estudado por Colebrook que apresentou a equacéo para a zona de transicdo entre
escoamento hidraulicamente liso e escoamento hidraulicamente rugoso, em 1939.

L _ ogein| £ 4 2t 5.0
37D Re,/f '

Jr

Finalizando a descricdo do comportamento do fator de atrito, para escoamentos
laminares, temos uma equagao que pode ser deduzida teoricamente, dada por:
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64

f= 2
Re 6.31

A explicacéo para o comportamento complexo do fator de atrito surge ao observar o
tamanho relativo das rugosidades € em relacéo a espessura da camada limite 0.

A Figura 6.11 reproduz as caracteristicas principais do diagrama de Moody, realcando
as diversas subdivises de comportamento do fator de atrito.

0,08
=005 _
- @)
)
- ©
4— >
_g 0,04 — 0,01 %
=] 4
<q§ 0,03 = 3
o g
(@) (%3]
T 0,02 ={0,001 3,
L @
0,0002
0,0001
0,01
103 104 105 106 107 108

Numero de Reynolds - Rey

Figura 6.11: Diagrama de Moody realgcando as 4 regides de comportamento diferente do fator de atrito.

A Figura 6.12 ilustra o tamanho das rugosidades em relacdo ao tamanho da camada
limite laminar, ou da subcamada limite laminar, no caso dos escoamentos turbulentos. Com
o aumento da velocidade, que reflete no aumento do nimero de Reynolds, a espessura da
camada limite diminui, fazendo com que as rugosidades comecem a interferir no
escoamento. Na regido de turbuléncia completa toda a rugosidade fica exposta.
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Laminar Hidraulicamente Liso

Subcamada Limite Amortecedora

A L LR R R L LG

Camada Limite Laminar Subcamada Limite Laminar

d>> ¢ o >¢

Transi¢cdo Hidraulicamente Rugoso

Subcamada Limite Amortecedora

d << g

Figura 6.12: Tamanho relativo das rugosidades e camada limite nas diversas regifes do
Diagrama de Moody determinam o comportamento do fator de atrito.

A Figura 6.12 permite compreender também porque o0s tubos comerciais tem
comportamento diferente dos tubos de rugosidade uniforme na regido de transicdo. Nos
tubos com rugosidade artificial de Nikuradse as asperezas vao emergindo uniformemente da
subcamada laminar, ao passo que nos tubos comerciais as asperezas tem tamanhos
irregulares. Por esta razdo os dados de Nikuradse ndo podem ser empregados para prever o
fator de atrito de tubos comerciais na regido de transicdo. Apenas com os resultados de
Colebrook (eq. 6.30) a descricao do fator de atrito ficou completa.

A Figura 6.13 apresenta um resumo das equacOes utilizadas para descrever 0s
resultados experimentais obtidos nos ensaios de Nikuradse e de Colebrook.
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Resumo das Férmulas do Fator de Atrito f

O Escoamento Laminar (Re<2.300)
4
fo 64
Re
O Escoamento Turbulento (Re>4.000)

O TubosLisoseHidraulicamente Lisos

1 0,86In(Re,/f)-0,8

\/T 0’'<19¢

O TubosRugosos

Turbuléncia Completa (hidraulicamente rugoso)

L4 o,86ln(i)
D

Jr

Regiao de Transicao (Colebrook-Moody)

L~ 086In| £ 221

T

Figura 6.13: Resumo das equac08es do fator de atrito e faixa de validade.

0’ < 0,008 ¢

+
37D Reyf ) 0,0086<8 <19¢
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Existe uma razoavel dificuldade préatica de utilizacdo das diversas equacdes que
descrevem o comportamento do fator de atrito, visto que varias sao implicitas, ou seja, com
o fator de atrito aparecendo nos dois membros da equacdo. Devido a dificuldade de
utilizacéo, o esforco para desenvolver formulas explicitas envolveu diversos pesquisadores.

A férmula de Samee e Jain apresentada na equacdo 6.22 é um exemplo desse
desenvolvimento. Entretanto, embora seja bem simples e aplicavel na maioria das situacdes
praticas, ela apresenta limitacdes, ou seja, ndo reproduz o comportamento completo em

todas as faixas do nimero de Reynolds.

Dentre as formulas validas para toda a faixa de nimero de Reynolds, incluindo o
escoamento laminar, podemos citar as de Churchill (1977)% , Chue (1984)? , e a de Pereira e

Almeida (1986)° . A férmula de Pereira e Almeida é apresentada a seguir:

' CHURCHILL, S.W, 1977. Friction fator equation spans all fluid regimes. Chem. Engng., 84-7, pp.

91-92.

2 CHUE, S.H., 1984. A pipe skin friction Law of universal applicability. Proc. Inst. Civil. Engrs., Part

2, 77 —mar 1977, pp. 43-48.

*PEREIRA, AJ. e ALMEIDA, A.B., 1986. Formulacio explicita e universal da resisténcia em tubos.

XI11 Congresso Latino-Americano de Hidraulica. Sdo Paulo, S.P.
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Re%5 0,9 -2

- 6,9 P
f=4-2log (1-T) & +T|=—+ b
g =T Re (3,7D) 6.32

6.5 Efeitos das Bombas e Turbinas sobre as Cargas

Aplicando a analogia trem-escoamento podemos representar um escoamento,
mantido por uma bomba hidraulica num tubo por meio do esquema da Figura 6.14.

ANALOGIA DE BOMBA HIDRAULICA E TUBULACAO

Recalque Saida

%

—_—

Sucgdo ¥ _/\/\/_
—

(o

NI WL AL W

Bomba Mola comprimida L

Mola distendida

Figura 6.14: Representacdo de uma bomba hidraulica com a analogia entre
escoamento e trem de massas unidas por molas

A bomba pode ser encarada como um mecanismo que coloca as massas no inicio do
tubo e as comprime em direcdo a saida. A energia fornecida pela bomba é usada para
acelerar as massas e para comprimir as molas (aumentar a pressao). Com o passar do
tempo, enquanto as massas deslocam-se no tubo, a pressdo cai devido ao trabalho das
forcas de atrito, conforme deduzido no item 6.1 e 6.2, e as molas véo se distendendo
progressivamente. Na saida, & pressdo atmosférica, € como se as molas estivessem

totalmente distendidas, e s6 ha energia cinética.

Variagdo da Energia com uma Bomba: Linhas de Carga

Num caso geral a energia adicionada pela bomba pode provocar variagdes na carga
de presséo e na carga cinética. Essas transformac6es de energia sdo visualizadas por meio
dos diagramas de carga, que contém as Linhas de Carga Piezométrica (LP) e Linha de
Carga Total (LC).

A Linha de Carga Piezométrica indica em cada ponto a altura que a agua do tubo

alcancaria caso fosse instalado um piez6metro com tomada estética naquele ponto do tubo.

H P .
= — z
Py

A Linha de Carga Total, como o nome indica, mostra a altura que seria atingida pela
agua num piezémetro conectado a um Tubo de Pitot (tomada dinamica). A distancia entre as
duas linhas representa a carga cinética Hc.
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V
HT= — + Z+_g= HP+HC

A Figura 6.15 mostra o caso em que a energia introduzida provoca apenas aumento

da presséo.

A NLC
E T——
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Succdo / Bomba 7 Recalque / Vs: VR

Figura 6.15: Bomba adiciona energia que se manifesta no aumento de presséo, ja que a energia cinética
permanece constante.

\

As bombas usadas em tubos para aumento de pressdo sao chamadas de “Boosters”.
Normalmente as bombas sao instaladas na saida de reservatérios e com um diametro
maior na tubulacdo de succ¢do porque a energia disponivel na succdo nao € grande. Esse
caso € ilustrado pela Figura 6.16. Com uma carga cinética menor a pressao pode ser maior,
para uma dada energia total. Este efeito é conveniente para evitar a cavitacdo, um fenémeno
gue ocorre quando a pressao fica proxima a pressao de vapor.
A

Carga(m)

y

v— (O % —=1}
/

Sucgéo/ Bomba 7/Recalque /

Figura 6.16: Com diametros sao diferentes, a energia fornecida pela bomba transforma-se em aumento
de pressao e de energia cinética.
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A bomba da Figura 6.16 mostra um caso mais comum do que o booster da Figura
6.15. A energia fornecida pela bomba é dividida entre aumento de carga cinética e aumento
de presséo.

O efeito de redistribuicdo entre formas de energia ndo depende da bomba existir,
acontece também nas tubulacfes sempre que varia o diametro. Veja o esquema da Figura
6.17.

.
|
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Figura 6.17: Quando a velocidade aumenta, a presséo diminui pois a energia disponivel é limitada.

O efeito de diminuicdo de pressdo num escoamento quando aumenta a velocidade é
chamado de “efeito Venturi”. A distribuicdo da energia total disponivel no fluido entre as
formas de energia cinética e pressao € descrita pela equacao de Bernoulli, ja deduzida.

6.6 Resumo das Transformacdes de Energia

Entre duas secdes de um escoamento permanente:

Elnicial + EFornecida _ EFinal + EPerdida
Unidade de Peso @ Unidade de Peso Unidade de Peso Unidade de Peso

A relacdo anterior expressa em palavras a conservagcao de energia. Numericamente
os termos de energia por unidade de peso terdo a dimensao de espaco [L], com unidades
em (m) metros no Sl. A energia por unidade de peso € chamada genericamente de Carga
Hidraulica.

Caso de Bombas

A carga de eixo fornecida € chamada de Altura Manométrica da Bomba (Hg). A
energia dissipada pelo escoamento entre as duas sec¢des resulta do atrito, e € chamada de
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Perda de Carga (AH).

Assim, para um trecho de tubulacdo com inicio na secéo 1 e final na secéo 2, e uma
bomba em um ponto qualquer entre a secéo final e inicial a equacéo 6.19 fornece:

2 2
&+21+V—1 +H; = &+22+V—2 + AH
y 29 ' y 29

E'Hez_(_HB)

_______Caso de Turbinas

Turbinas sdo maquinas hidraulicas que retiram energia do escoamento. A carga de
eixo retirada por uma turbina é a energia fornecida pela 4gua por unidade de peso do fluido
escoado. Esta carga também é chamada de Altura Manométrica da Turbina (Hy), com a
diferenca que é um termo negativo no primeiro membro da equacéo 6.19.

V2 |25
&+zl+—1— T=&+zz+—2 + AH
/4 2g T /4 2g

E'He__('*'HT)

O termo genérico carga de eixo (He) ou ainda altura manométrica (Hy) € usado para
designar uma maquina hidraulica, que pode ser uma bomba ou turbina.

Assim, a equacado da energia, na presenca de uma maquina hidraulica, seja ela uma
bomba ou uma turbina, fica com os termos cujo significado é real¢cado a seguir.

CargaInicial H, Carga Final H;

CoU U U C
C C % % %
%, % % o ? 6)600 (?9,, Oé
% % % “2 %, 1, S %
% e’ C G, s P
Q o 7 S Gy 2
o) % > %, _© ? >
A@ /)(‘ /O o _ < /b@‘
By % > x %, %
> Q// /’>) )/6’/ /Oo)
5 v
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Relacdo entre Cargas e Poténcias

As bombas e turbinas sédo especificadas pela poténcia (W) que consomem ou
produzem. A poténcia € um fluxo de trabalho, ou seja, trabalho por unidade de tempo. A
carga é trabalho por peso de fluido escoado. Assim temos, pelas dimensdes:

Trabalho B Trabalho Peso Escoado

Poténcia = = X
Tempo Peso Escoado Tempo

O peso escoado por unidade de tempo (N/s) é dado pelo peso especifico do fluido
“v" (N/m®) multiplicado pelo fluxo de volume ou vazdo “Q” (m?s). Assim, da relacéo entre as
dimensdes é facil verificar que:

Pot =y Q Hy 6.33

Note que a equacdo 6.33 define a poténcia retirada do fluido, ou acrescentada ao
fluido. Para obtermos as poténcias da maquina hidraulica é necessario considerar o seu
rendimento, conforme detalhado a seguir.

Bombas

A poténcia fornecida ao eixo de uma bomba sera maior que a acrescentada ao fluido:
Yy Q Hp

Mg

POtEixo,Bomba -

em que 1 é o rendimento da bomba (0 < ng <1) .

A poténcia de eixo da bomba é também chamada de poténcia bruta da bomba, e
corresponde a poténcia liquida fornecida pelo motor elétrico. A poténcia consumida pelo
motor elétrico que aciona a bomba é maior que a poténcia fornecida ao eixo da bomba:

p _ POtEixo,Bomba _ y Q Hp
OtMotor Elétrico — -
My g My

em que nu € o rendimento do motor elétrico (0 < ny <1)

Turbinas
A poténcia retirada do eixo de uma turbina serd menor do que a retirada do fluido.
POtEixo,Turbina =nr VY Q Hr

em que nt € o rendimento da turbina (0 < nt <1) . A poténcia de eixo da turbina € chamada
também de poténcia liquida da turbina.

A poténcia retirada do gerador elétrico acoplado a turbina € menor que a poténcia
fornecida pelo eixo da turbina:

Potgerador Etétrico = Mg POteixoTurbing = Mgly ¥ Q Hr

em que ng € o rendimento do gerador elétrico (0 < nt <1)
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Exemplo 6.6.1:

Sabendo que as perdas de carga entre as sec¢des 1 e 2 na tubulacéo da figura séo de
5m e que o diametro da tubulacdo na secdo 1 € 1,0m e na secéo 2 é 0,50m, pede-se: a)
Identifique se a maquina hidraulica € uma bomba ou uma turbina; b) Calcule a poténcia
retirada ou acrescentada ao fluido.

Maquina

Secdo 1: p = 100kPa; V = 0,5m/s; z = 3m

: Secdo 2: p = 30kPa; z = 2m
_ / ! vy = 9800 N/m®.

Andlise: deve ser aplicado o balanco de energia em forma de cargas, conforme a equacao
6.19, para descobrir se a carga da maquina é positiva (bomba) ou negativa (turbina). Antes é
necessario calcular a velocidade na secéo 2 pela continuidade.

Solucéo:
Admitindo regime permanente e escoamento incompressivel:
Vi A D?
V2: 41 = Vl_; —> V2:2,0m/s
Ay DZ

A equacéao do balanco de energia fica:

100000 0,52 30000 22
— + 3+ - Hy = + 2+
9800 2x9,8 9800 2x9,8

+ 5

13,313 — Hy = 10,264 — Hy = 3,05m = a maquina € uma Turbina
Poténcia extraida da agua (eq. 6.15):

Pot =y Q Hy = 9800 x 0,5 " x 3,05 = 11738 W

Resposta: a maquina € uma Turbina, que retira uma poténcia de 11,7kW da agua.

Exemplo 6.6.2:

A figura mostra uma tubulagéo alimentada por um reservatorio de grandes dimensdes,
gue descarrega num jato livre na cota 200,00m, com velocidade 5m/s. As perdas de carga
no percurso total da tubulagéo séo de 25m. A carga total na entrada da tubulagao (secéao 1)
€ de 220m. Informe se a maquina hidraulica € uma bomba ou turbina.



Notas de Hidraulica Experimental — versdo 1.6 — 2015/s2 117

Bomba ou Turbina?

(

Andlise: trata-se de um problema semelhante ao anterior, exceto que nao sao fornecidas as
cargas individuais na se¢ao de entrada da tubulacéo.
Solucéo:
2
2x9,8
Hy = —6,27m

220— Hy = 0 + 200+

+ 25

Resposta:
A maquina hidraulica € uma bomba, com altura manométrica de 6,3m.
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6.7 Exercicios Propostos

6.7.1. Agua escoa de um grande reservatorio e descarrega em jato livre. Calcule H(m) e a
pressdo relativa p (kN/m?) indicada pelo manémetro antes do bocal. Perdas despreziveis.

100 mm d

T

,,,,,, Hg (13,57)

6.7.2. A 4gua se escoa na tubulacao da figura. Calcule o diametro necessario, d, para que
as leituras manomeétricas sejam as mesmas.

< 150 mm d

300 mm d l -1

3 m 200 mmd__
- B

[
— d - 1,25 m
®_____y_ L3N
Ex. 6.7.2 :;.J Ex. 6.7.3 Hg

6.7.3. Calcule a poténcia da bomba que recalca 120 I/s de agua.
6.7.4. Supondo que o bocal divergente permaneca cheio, calcule a poténcia da bomba.

Véc. de 250 mmHg

@

p— —

A4
~ | 125mmd 150 mmd "“:-__T;‘—_ =
A Ex. 6.7.5
1.5m
Ex.6.7.4 ’ P 100 mm d
. 7 T I
— i - S EE— Agus W xS
T “Agua

6.7.5. Calcule a altura h necesséria para produzir uma vazéo de 85 I/'s e uma poténcia de 15
kW na turbina. Despreze as perdas.
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6.7.6) Considere um recipiente fechado dotado de um tubo de entrada de 4gua de 10mm de
diametro e um tubo de saida de 5mm de diametro. O recipiente possui um aquecedor que
gera 2.000 W de poténcia em regime permanente. A massa especifica da agua é igual a
1000 kg/m® na entrada e saida e o calor especifico é igual a 4180 J/kg. Sabendo que a 4gua
gue entra chega com uma temperatura de 25°C, e o perfil de velocidades é dado por:

V(r)=1- 2

25x107° ; V em (m/s) e r em metros, pede-se:

a) V média, Fluxo de Volume e Fluxo de massa que entram no recipiente.
b) Fluxo de calor trazido ao recipiente pela agua que entra.

c¢) Velocidade média de saida

d) Fluxo de calor que a 4gua transporta para fora do recipiente.

e) Temperatura da agua na saida.

6.7.7) O escoamento da figura ocorre em regime permanente no sentido de 1 para 2. Sabe-
se que A; = 1m? Vi= 1m/s; z; = 10m; p; = 9800 Pa; V,= 0,5m/s; z, = -10m; p, = 450800 Pa.
As perdas de carga totais entre as secOes 1 e 2 sdo de 5m. Pede-se: a) informar se a
maquina hidraulica “M” € uma bomba ou turbina, justificando; b) a altura manométrica da
maquina “M”; ¢) a poténcia liquida da maquina; d) a energia consumida (ou fornecida) pela
maquina, em Joules, durante um periodo de operacdo de 8 horas, admitindo um rendimento
de 85% na maquina.

M

2
I

6.7.8) Calcular a vazéo e a poténcia fornecida pela bomba. As perdas de carga na tubulacao
sdo dadas e a perda no bocal é desprezivel. Dados: Atuso = 0,1m?; Agoca. = 0,05m?; Perdas
no tubo AHtugo = 5V2/Zg; densidade do mercurio dyg = 13,6.

Bocal
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CAPITULO 7: BALANCO GLOBAL DE QUANTIDADE DE
MOVIMENTO

A guantidade de movimento de um dado volume de fluido é uma grandeza extensiva.
Quando um escoamento atravessa um volume de controle, a agua carrega consigo
guantidades de movimento que entram e saem. O efeito imediato mais importante disso &
gue aparecem forcas exercidas pelo escoamento sobre o volume de controle.

A grandeza extensiva N = mV é um vetor. A quantidade especifica é n= V.

A lei fisica que trata da variacdo da quantidade de movimento num sistema é a
segunda lei de Newton.

dN

dt
S
Aplicando-se a relacdo sistema-volume de controle para a quantidade de movimento
tem-se:

= md = JF

ZﬁSEVC = % fVC VpdVOl + fSC Vp v : aX 7.1

O primeiro termo do segundo membro (variaveis Eulerianas) representa a taxa de
variacédo da quantidade de movimento no VC. Pode ocorrer porque as velocidades variam no
tempo, no interior do VC,m ou porque a quantidade de massa varia no tempo, ou pela
combinag&o de ambos.

O segundo termo representa o saldo de fluxos de quantidade de movimento (fluxo
gue sai menos fluxo que entra).

A equacdo é resolvida para cada componente da forca. Em problemas
bidimensionais, as componentes ficam:

>F, = %fVCVX pdVol + fSCVXpV-aK 7.2
0 - —
Fy = — [y VypdVol + [o VypV-dA 7.3

Observe nas equacdes 7.2 e 7.3 que o termo V-dA ndo é decomposto porque é um
escalar.

A avaliacdo correta do primeiro membro depende, em cada caso, do correto
isolamento do volume de controle, e da consideracdo de todas as forcas, tanto de contato
como de campo ou de acao a distancia (normalmente a forca peso).

Nos itens seguintes serdo desenvolvidos exemplos de aplicacdo a casos simples de
interesse pratico.
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7.1 Aplicacbes Elementares: Pas Defletoras

No calculo de péas defletoras admite-se a hip6tese simplificadora basica de que a pa
ndo muda a velocidade do jato. Isto implica em ignorar as forgas tangenciais devido a
viscosidade no contato entra o fluido e a pa defletora.

A Figura 7.1 mostra um jato livre (p = pam) de agua defletido no plano vertical pela pa
fixa, presa por um suporte (n&o representado na figura). Analise o problema para determinar
as componentes da forca transferida pelo jato a pa.

F (sobre a lamina) F (sobre o fluido)

Figura 7.1: P4 defletora fixa.

Inicialmente é necessario definir com clareza o volume de controle adotado, para ndo
cometer erros no isolamento. Foi escolhido para este problema um V.C. que inclui apenas o
jato de agua. Seu isolamento aparece no lado direito da figura.

A pressdo atmosférica ndo atua no contato jato-pa. Mas a area de acdo da presséao
atmosférica sobre a superficie superior do jato tem a mesma proje¢do que a superficie
inferior da pa, de forma que as for¢cas devido a pressao atmosférica vao se anular. Por isso é
mais conveniente usar pressdes efetivas. Com isso, todas as for¢cas de pressao se anulam,
com excecao da forca F exercida pela pa sobre o jato de fluido.

A forca F é resultado da integracdo de um diagrama de pressdes efetivas que se
desenvolve ao longo da pa, como ilustrado na Figura 7.1. Esta distribuicdo de pressdes é
desconhecida, mas o balancgo integral ndo depende desta informacédo para calcular a forca
resultante F. Esta € uma grande vantagem da técnica de balancos globais. Aplicando o
balanco, para regime permanente, temos:

Diregdo x:

SF, = — Fy = [, VxpV-dA
Direcéo y:

SFy = Fy,—W = [, .V,pV-dA

Em que W representa o peso da agua sobre a pa.
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Desenvolvendo a componente x:
—Fx = [, ypV-dA + [, VepV-dA
Como as secOes 1 e 2 possuem velocidades constantes, as componentes podem ser
retiradas da integral, assim como a massa especifica.
—F, =(+V)p /] V-dA + (+V,cosB) pJ, V-dA

—Fy = (V) p (=V1A)) + (+V; cos B) p (+V34;)

Observe que ha duas consideracdes de sinal a fazer em cada termo. A primeira
referente ao sentido da componente de velocidade, e a segunda referente a integral em area
de entrada (negativa) ou de saida (positiva).

Pela equagdo da continuidade, V;A; = V,A, = Q.
Pela hipotese basica de desprezar a acdo do cisalhamento na pa, V1 = V..
Portanto, A; = A, .

Fxk =p QVl(1 — COS B)
Desenvolvimento semelhante no eixo vertical leva a:

F, —W = pQV;senf

EXEMPLO 7.1: A figura mostra um bocal com 0,05m? de area, descarregando um jato livre
com V; = 10m/s numa pa defletora horizontal. A pa divide o jato pelo meio, e o &ngulo
B = 30°. Calcule a forca necessaria para manter a pa no lugar.

VC

N T

Solucdo: Adotando um VC que inclui a pa e o jato, conforme o esquema a direita da figura,
percebemos que a forca devido a pressdo atmosférica se anula. A forca peso ndo age no
problema, restrito ao plano horizontal.

zFX=—F=j VXpV-EL\EJ VXpV-ﬁ+j
SC A1l

prv-d_A>+f VXpV-d_A>
A2

A3
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—F=(+pV) | V-dA+ (—pVjcosp) | V-dA+ (—pVjcosB) | V-dA
Al A2 A3

(+V: A) (+V: A)
= F = (+pVj)(=V; A)) + (=pVjcosp) ————+ (=pVjcosp) — —
—F = p10 (=10 x 0,05) — 2 p (10 cos 30) (10 x 0,025)

F =9330N

O sinal positivo indica que o sentido adotado(-i) € correto.
A repeti¢cdo do balango na direcdo y mostrara que Fy, = 0, devido a simetria entre 0s
jatos de saida nas areas 2 e 3.

7.2 Aplicagcbes Elementares: Curvas em Tubulacdes

O calculo de forcas em curvas de tubulacdo com escoamento forcado € similar ao de
pas defletoras, com a adicdo das forcas devido a presséo nas areas de entrada e saida. A
Figura 7.2 apresenta uma curva com reducao em tubulagédo com paredes finas.

Figura 7.2: Curva com reducéo.

Adota-se como volume de controle a agua no interior da tubulacdo. O volume de
controle isolado como corpo livre aparece no esquema a direita da figura. As forcas de
contato séo as forcas de presséo nas faces 1 e 2, e as forcas decorrentes das distribuicbes
de presséo (pw) e de tensdo de cisalhamento (z,) ao longo da parede lateral da curva. A
resultante dessas distribuices desconhecidas € a forca resultante que a curva aplica sobre
a agua que compde o VC. Além das forcas de contato, ja descritas, atua a forca de campo
(peso) na direcéo y.

Para calcular as forcas de pressdo vamos considerar a pressao efetiva nas secdes 1 e 2.
Com isso podemos ignorar a pressao atmosférica atuando sobre a curva.
Aplicando o balanco, para regime permanente, temos:
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Direcao x:
2Fy = Fpq—Fpacos0+ Ry = [ Vg pV-dA
Direcéo y:

2F, = Ry—W —F,,sen8 = [ .V, pV-dA

Em que W representa o peso da agua contida no interior da curva.
Desenvolvendo a componente x:

P1A; —P2Azcos O+ Ry = [ Ve pV-dA + J, V,pV-dA

—F, =(+V)p /] V-dA + (+V, cosB) pJ, V-dA
p1A1 — p2Azcos8+ Ry = (+V;) p (=V1A1) + (+V; cos0) p (+V;A;)
Lembrando que, pela continuidade,
Vid; = Vo4, = Q
A equacéo do balanco, para o caso especial da curva da figura, fica:
p1A; —pyA,cos0+ R, = pQ(V,cos6—V,)
O tratamento da direcéo y é semelhante, levando a:

Ry —W —p,A;senf = pQV,sen6

EXEMPLO 7.2: A figura mostra uma curva vertical de 120 com reducdo de 300mm para
200mm. A cota média da sec¢éao 2 situa-se 1,5m acima da cota média da sec¢ao 1. A pressao
relativa na secdo 1 é de 50 kPa. A vazéo transportada pela tubulacdo é de 200 L/s. O
volume interno da curva é de 85 L. Calcule a forca exercida pela agua sobre a curva.
Solucéo:
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a) Primeiramente, calcular V; com a vazao dada e V, pela continuidade

=22 0200 a3
1= 4 T o707 - B3MYs
V= Lo 2200 g3
2= 27 Do31a O3 m/s
b) Com as velocidades, calcular p, com a equacéo da energia
Py +V12 = P2y +V22+ Ah
” 21 29 = " 27 29 1-2
50000 N 0+2,832 _ Pz, 15+6,372 o
9800 196 v ’ 19,6
p, = 19016 Pa

c) Adotar e isolar um VC para calcular o somatério de forcas e aplicar o balanco de
guantidade de movimento.

O VC escolhido sera a 4gua no interior da curva. As distribuicdes de tensdes tangenciais
e normais ao longo das paredes internas sdo desconhecidas, mas sua integral sobre a area

resulta na forga da curva sobre a agua, denotada por F na figura.
Diregéo x:

p1A; + p2A, cos 60 — Fy =f Vva_ﬂ’_l_ f prv-ﬁ
1 2

p1A1 + pZAZ COoS 60 - FX = (+V1) p (_V]_Al) + (_Vz COS 60) p (+V2A2)
Fy = p1Ay + p2A,cos60+pQ (V; + V,cos60)
E, = 5036 N

O sinal positivo indica que o sentido adotado (-i) é correto.

Direcéo z:
—p2Azsen60 —W+F, = [ V,pV-dA + S, V,pV-dA

—p,A,sen60 — W+ F, = (+0) p (—=V;A;) + (+V, sen 60) p (+V,A,)
F, = p,A,sen60 + y Vol + p Q (+V, sen 60)

F, =517,37 + 833 + 1103,32 = 2454 N
O sinal positivo indica que o sentido adotado (+k) é correto.
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7.3 AplicacOes Elementares: Perdas em Expansao Brusca

Quando a agua em escoamento forcado encontra um aumento de diametro, passa
pelo fendmeno da expansado brusca. O comportamento da agua € mostrado na Figura 7.3: 0
ndcleo do escoamento expande-se gradualmente e surge uma zona morta, com vaortices e
escoamento reverso na regido proxima da expansdo. Como resultado, ha uma perda de
energia que pode ser quantificada com a aplicacdo do balanco global da quantidade de
movimento.

Adota-se como volume de controle a agua entre a secdo imediatamente apos
expansao (1) e a secao em que a velocidade volta a ser uniforme na secao (2). O VC isolado
€ mostrado na figura (b).

Figura 7.3: Expanséo brusca em escoamento forgado.

Como primeira hipotese simplificadora, a forca de atrito resultante da distribuicdo de
tensdes tangenciais na parede lateral do VC é desprezada.

Como as aceleracfes resultantes dos vortices na zona de estagnacao sao pequenas,
pode-se considerar, como segunda hip6tese simplificadora, que a pressdo é constante ao
longo da secéao 1.

Com as simplificacbes adotadas, o balanco de quantidade de movimento sobre o VC
fica:

P1A; —p2A; = (V) p (=V1A1) + (V) p (+V,A,) *

Aplicando a equacao da energia entre as secdes 1 e 2:

P1 V12 D2 sz
— 4+ +— = =+ +—+4+ Ah,_
14 “ 2g 14 “ 29 172

Igualando o termo p;-p, das equacBes marcadas com asterisco, pode-se obter a perda de
carga:
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Aq v oV

p1—p, = pVi— pV{ An=Pg Pt yAhy_,
V22 12 Al
yAhi_, = p—+p—(A-2—
A2 A
V22 V12 Al V12 (A_l) + V12 (1 -2 A_l)
_ _ 2 2
Ahl—Z _+ _<1_2_)—
29 2g A, 29
A\ A
2 (21 _ 1
Ah Vi [(Az) 1 ZAZ] Vlz( —ﬁ)z
S 29 "~ 2g A,
4% A\?
ARy, = _(1__)

O resultado mostra que as perdas aumentam com o quadrado da velocidade e diminuem
guando A; se aproxima de A..

7.4 AplicagOes Elementares: Estruturas em Canais Abertos

O balanco global de quantidade de movimento pode ser usado para calcular os
esforcos provocados pela agua em estruturas como comportas e vertedores em
escoamentos livres. A Figura 7.4 ilustra um trecho de canal retangular, com largura L na
direcdo perpendicular a figura, com a agua represada por uma comporta plana com
inclinacao qualquer.

\
1 \
1 : w \\
. V Fq I AR
: —_— 1 ~ -
Vv ] 1 F. "Eé F,
' e |
1 , ,
, Ve
i A,

Y2

Figura 6.4: Estrutura em escoamento livre.

Isolando o V.C.

O volume de controle adotado é a agua situada entre as se¢des 1 e 2. O diagrama a
direita mostra o V.C. isolado, com as forcas atuantes. O somatorio de forcas na direcao x
fica:

SE=F—-F—-Fyu— K
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A forca F« € a componente horizontal da forca F que a comporta exerce sobre a agua.
A forca F é resultante de uma distribuicdo desconhecida de pressoes, ilustrada no diagrama.
Observe que a distribuicdo de pressdes mostra a pressdo atmosférica atuando nos dois
extremos da comporta em contato com a agua. Sabemos também que F é perpendicular a
face da comporta, porque consideramos despreziveis as forcas tangenciais, originadas da
viscosidade do fluido. Da mesma forma, consideramos desprezivel a forca F4 causada pelas
tensdes tangenciais ao longo das paredes laterais e do fundo do canal.

Nas secbes 1 e 2 o diagrama de pressoes € triangular (distribuicdo isostatica), porque
as linhas de corrente séao retilineas e paralelas.

Forca de Presséao
A forca F resultante da distribuicdo isostatica de pressdes sobre uma area plana retangular é
calculada a seguir, com base na Figura 7.5..

~/
/
i

dA = Ldh

p=y H-‘_HH

Figura 7.5: Carregamento de presséao isostética sobre superficie plana.

F = [ dF = [, pdA= ['yhLdh

Aplicando o balancgo
Aplicando o balan¢co de quantidade de movimento (eq. 7.2) na direcdo x ao V.C.
adotado,

2 2 - — - —
yLyz—l—yLy?Z—FX = [, xpV-dA + [, VypV-dA
2 2
yLZ—yLZ —F, = (+V)(—pViA1) + (+V2) (+pV,A,)
2 2

Lembrando que, pela continuidade,
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mZ
Viyi =Voy2 = q (T)
sendo g = Q/L a vazado por metro de largura do canal, a equagdo do balan¢co pode ser
resolvida para fornecer Fy.
Com a componente horizontal e conhecendo a inclinacdo da comporta calcula-se a

componente vertical, sabendo que a resultante é perpendicular a superficie da comporta.

EXEMPLO 7.3: A figura mostra um trecho de canal retangular com 2m de largura, com uma
comporta vertical controlando a vazdo em regime permanente. Calcule a vazéo e a forca
exercida pela agua sobre a comporta, sabendo que o nivel de montante € 5 m e o de jusante
2 m. Despreze a acao das tensdes de cisalhamento.

1
\V4

V,
A Y,

Y1 2

Andlise:

A forca de atrito no fundo sera desprezada, bem como a forga vertical da dgua sobre a
comporta, resultante das tensfes tangenciais. A equacao da energia entre as secdes 1 e 2,
bem como a continuidade, serdo utilizadas para determinar a vazdo. Com a vazao
conhecida pode ser aplicado o balanco global da quantidade de movimento para o volume
de controle constituido pela agua entre as sec¢des 1 e 2.

Solucgéo:

O volume de controle isolado € mostrado no esquema a seguir:

P T e——

F

O balanco global aplicado ao V.C. isolado acima fornece, conforme a discussao do item 7.4:

2 2
yLZ = yLZ —F = (+V)(=pViAp) + (+V2) (+pV2A;)

O balanco de energia entre as sec¢des 1 e 2 fornece:
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Desprezando as perdas e tomando as pressdes e cotas na se¢do média

4% V7
254+254+— = 1+ 14+—=
29 2g

A continuidade diz que:
Vily: =VaLy, =V, = 2,5V
Portanto,
2
Z—lg(z,s2 —1) =3 =  V,=3347m/s
V, =8,367m/s
Q = 33,47m3/s
Substituindo no balan¢o de quantidade de movimento:

52 2
9800 x 2(7 - 7) —Fy = 1000 x 33,47(8,367 — 3,347)
F, =37781N
O sinal positivo indica que o sentido adotado para a forga exercida sobre a agua € o correto

(-i).
Resposta: A forca exercida pela agua sobre a comporta é de 37,8kN, no sentido positivo do
eixo X (+i).

7.5 Exercicios Propostos

7.5.1. Calcule a forga resultante da agua sobre esta placa com orificio. O tubo tem diametro
de 0,3 m e o diametro do orificio € de 0,2 m, sendo a vena contracta de 0,16 m.

=

) 09m
- 250mm d -
e 3 L
& 450 kPa } -
1 -
225mm Orificio
l 200mm
- _-ﬂiﬁ

5mm | (
|

& i ]
‘ela contraida
Ex. 7.5.1 Ex. 7.5.2 150mm

7.5.2. Calcule a forca exercida pela agua sobre esta placa com orificio. Suponha que a a4gua
entre o orificio e a vena contracta pese 18N.

7.5.3. O projétil enche parcialmente o terminal do tubo de 0,3 m. Calcule a for¢a necessaria
para manter o projétil na posicao indicada, quando a velocidade média no tubo for 6 m/s.
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TR T
-~ :
/ T
rd

0,25 md F

6 m/s —» 03md

Ex. 6.5.3 1

7.5.4. Calcule a forca horizontal exercida pela dgua sobre o cone quando a velocidade
média no tubo de 200 mm for igual a 3 m/s.

!

—— 200 mm d 90° ' 300 mm d
!
Y

125mm~ '\
Ex. 6.5.4

7.5.5. Uma vazao de 1.820 I/min de 4gua ocorre num tubo de 50 mm de diametro, o qual se
alarga para 100 mm. Se a press&o no tubo pequeno for igual a 138 kN/m?, calcule o médulo
e o sentido da forga horizontal sobre o alargamento.

7.5.6. Um bocal de 100 mm é rebitado (com 6 rebites) numa dobra de uma tubulacéo
horizontal de 300 mm e descarrega agua na atmosfera. Determine a carga de tensdo em
cada rebite quando a presséo no tubo for igual a 600 kN/m?. Despreze as forcas verticais.

7.5.7. Um tubo conico divergente se encontra na horizontal, possui comprimento de 0,3 m,
sendo o diametro do estrangulamento igual a 75 mm; o didmetro na saida e igual a 100 mm,
por onde ocorre uma descarga de 28,3 I/s para a atmosfera. Calcule o modulo e o sentido de
cada componente da forca que a agua exerce sobre o tubo.

7.5.8. Neste escoamento de agua no plano horizontal, determine a forca sobre as cavilhas
que prendem o conjunto curva-bocal a tubulacdo. O bocal descarrega em jato livre e as
perdas séo despreziveis.
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150 mm d b
hi 50 mm d

Jato livre | 980kPa

56,5 i/s A =
150 mm d

s

Ex. 7.5.8 Ex. 7.5.9 d =

0am

7.5.9. Agua esta fluindo em regime permanente no jato livre com vazéo de 50l/s. O jato é
desviado pela placa circular com 0,3m de diametro. Um mandémetro situado no centro da
placa acusa uma pressédo de 980kPa. Determine a velocidade do jato, a forca exercida pela
agua sobre a placa e a forca a ser exercida sobre a placa para manté-la no lugar.

7.5.10. Quando a bomba indicada na figura para de funcionar (e ndo oferece nenhuma
resisténcia ao escoamento), a forga exercida sobre a mola € igual a 672 N. Quando a bomba
esta funcionando, a forca cresce para 2,24 kN. Qual a poténcia que a bomba esta
fornecendo para a agua? Suponha que a superficie da agua no tanque nao se modifique..

Q necessario para
lescoamenlo permanente

Ex. 7.5.11

e —— ———

50 ki = 60°
/000) A = ! T

\. - WW?/W%/W/W

7.5.11. Um tanque é montado sobre um carro, conforme a figura. Considere a agua que sai
do tanque através de um bocal de 0,05m? com velocidade de 10m/s. O nivel da agua no
tanque é mantido constante pela adicdo de agua por meio de uma tubulacdo vertical.
Determinar a tensdo no arame que mantém o carro estacionario.

NIRRT TR RUTRRNRRNNR

NN

N

7.5.12. Afigura mostra um dispositivo que recebe um jato de agua com 10m/s de velocidade
e 0,1m? de area. O jato recebido é desviado e descarrega por duas fendas laterais de 0,1m?
de area cada uma, com a velocidade formando um angulo de 60° com o plano horizontal. A
massa do dispositivo € de 5kg e 10 litros de a agua ficam retidos em seu interior, em regime
permanente. Pede-se: a) calcular a velocidade média de saida em cada fenda lateral; b) a
forca indicada no dinamdmetro.
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Ex. 7.5.12

\J y
/ X
///%i o Ex. 7.5.13
///////// 60 . . .
/,N////
7.5.13. Calcule a forgca sobre a curva com bocal da figura, situada no plano horizontal e
descarregando com um jato livre. A &rea do tubo é 1m® , a velocidade da &gua no tubo é

3m/s e na saida do bocal € 9m/s. A pressdo na entrada da curva pode ser calculada
sabendo que as perdas de carga entre a curva e o jato livre podem ser desprezadas.

7.5.14. Um bocal de 0,01m2 de &rea langa um jato no plano horizontal sobre a pa dupla da
figura, com velocidade 5m/s. Sabendo que na pa o jato se divide em dois jatos iguais,
calcule as resultantes Rx e Ry sobre a pa.

Ex. 7.5.14 60\\\ N

s L ) 6m/s
—

Ex. 7.5.15 l

X

7.5.15. A figura mostra um jato livre de 4gua de area 0,1 m2 e velocidade 6m/s, atingindo
um anteparo no plano horizontal. Ao bater no anteparo o médulo da velocidade nédo varia e o
jato é dividido em duas partes. Sabe-se que sai pela secao 3 duas vezes mais agua do que
sai pela secéo 2. Pede-se:

a) areas A2 e A3

b) as reacdes sobre o anteparo
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AN E X O -RESPOSTA DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

CAPITULO 1
ITEM 1.6

l6.1
a) Q=0,02m>/s; b) Fy = 19,9kg/s; c) Fn = 4g/s (N = sdlidos totais); d) Fy = 3743kW.
1.6.2
O mapa mostra que as maiores concentragdes de matéria organica devem-se, provavelmente, a
contribuicdo do afluente. O problema possui solucdo aberta. Uma das possiveis solucdes é discutida a
seguir.
a) Adotei divisdo da secdo em subareas com velocidades constantes.
e Secdo 1 triangular, com menores velocidades devido a pequena profundidade, com base 2m e
profundidade maxima 0,5m. : A; = 2x0,5/2 = 0,5m’;

e Secdo 2 trapezoidal, entrey = 2,0 e y =3,5m, com area de transicdo entre as velocidades
baixas da margem e o canal principal do rio com as maiores velocidades: A, = (0,5 + 1,0)/2 x
1,5=1,125m%

e Secdo 3 retangularentrey =3,5m ey =5,5m, com 1,5m da profundidade, considerando o
ndcleo de maiores velocidades do escoamento: A; =2 x 1,5 = 3,0 m*.

b) Q = V1A, + VoA, + V3A; = 8,0m*/s;
c) Fm = 550g/s.
1.6.3
a) 70m>/s; b) 74 kg/s; c) 1.458.540m">.
1.6.4
Q = 48 L/s (0,048m*/s).
1.6.5 —trajetdrias em regime permanente coincidem com as Linhas de Corrente. A se¢do 1 possui 6
tubos de corrente com igual vazao, visto que a velocidade é uniforme.
1. Qi =60m*/s, V,=0,533m/s, V3 = 0,5m/s;

2. C.=1,875g/m3 C,=0;

3. C.=0,C,=3,75g/m>; A alternativa de lancamento no ponto (a) é melhor do que no ponto (a’),
porque a concentracao resultante é menor.

1.6.6

Devido a simetria é possivel resolver para metade da secao e dobrar o resultado.
a) Q = 13,33m’/s, b) Fy = 1.667g/s (N = massa de cloretos).

1.6.7

a) Vm = 1m/s; b) Q = 3m>/s; c) Fy = 3.000kg/s ; d) Fy = 300g/s (N = massa de sal).
1.6.8

N = massa de cianetos.

Fluxo medido no rio Fy = 30,6mg/s;



Notas de Hidraulica Experimental — versdo 1.6 — 2015/s2

Fluxo maximo permitido pelo acordo Fy = 9mg/s;

A empresa ndo esta cumprindo o acordo.

ITEM 1.8

1.8.1: Q=0,8m’/s
1.8.2: Q = 3,20m*/s
1.8.3:Q=1,667m’/s
1.8.4: Considerei Area 1 na direcdo i; Area 2 na direc3o j;

a) Q1 = 2m3/s, saida; Q2 = 3m3/s; saida, Total Q = 5m?/s, saida
b) Fv = 100g/s, saida
c) Fmi= 20g/s, Fmp= 30g/s, Total: 50g/s , saida
d)Ql=1m?/s,Q2 = 1,5m%/s

1.8.5:

a) 7,5m>/s; saida

b) 150g/s; saida
c) 150g/s
d) 7,5 m3/s

CAPITULO 3 I1TEM35

Ex 1: AVol = 77.760.000 m>,
Ex. 2: AVol = 23.328.008 m°.

Ex.3: Q=2499 L/s (2,50m>/s).

Ex. 4: AVol = 31.968.000 m°.
Ex.5:Q=1,571m>3/s; V= 0,222 m/s
Ex.6:a) h=3,638m; b) t =96,4s; e) t =42,1s

Item c)

t(s)
0
20
40
60

h (m)
5,000
4,470
3,996
3,572

135
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t(s) h (m)
0 5,000
5 4,867
10 4,738
15 4,613
20 4,491
25 4,372
30 4,256
35 4,143
40 4,033
45 3,926
50 3,822
55 3,721

ltem d) 60 3,622

Item e) numericamente, interpolar linearmente entre 40 e 45segundos:
At = 40 + —> = 40) % (4,033 — 4,00) = 41,54 s
(4,033 —3,926) ’ ' ’
Obs: analiticamente, obtém-se t =42,1s
Ex.7: At=29,2 anos
Ex.8: a)Q;=Q,=0,030m%/s;

b) Qs = Q4 =0,015m>/s; V, = 1m/s, sentido (-i) , portanto vazdo de entrada.

CAPITULO 4

Ex. 4.5.1 P =336.735Pa = 337kPa.
Ex. 4.5.2: Q = 0,070m*/s
Ex. 4.5.3: a) P, = 7.400 Pa ; b) P3 = 29.600Pa ; c) P, = 4.950 Pa ; d) Q = 0,0156 m>/s.
Ex. 4.5.4: Voyificio = 5,67m/s; h=1,64m;
A vazdo depende da drea contraida o orificio: Q = 5,67 Aseco contraida = 0,0073 m3/s.
Ex. 4.5.5: Q = 0,0148m’/s.
Ex. 4.5.6: a)Q-= 0,0430m3/s,' b) p =84.264 Pa; c) H=11,82m.
Ex. 4.5.7: a)Q-= 0,0964m3/s,' b) p=44.491 Pa; c) H=7,69m.
Ex. 4.5.8: a)H=3,29m ; b) Q = 0,00215m/s.
Ex. 4.5.9: A carga de pressao do ponto B é 1,51m. O nivel do piezbmetro C ficara 0,31 acima da cota
do ponto A.
Ex. 4.5.10: D =0,0543m
Ex. 4.5.11: A<0,0219m".
Ex. 4.5.12: V=59,7m/s.
Ex. 4.5.13: Q = 0,0082m>/s ; deflex3o = 0,397m.

CAPITULO 6

6.7.1: P =32.279 Pa; H = 4,82m
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6.7.2:d =0,236m

6.7.3: Bomba com Hy = 16,73m; Pot = 19,7kW.
6.7.4: Pot = 30.093W

6.7.5: h =23,98m

6.7.6:

a) Vm = 0,5m/s; Q = 3,96x10° m*/s ; Fy = 3,93x10 kg/s

b) 410,7W

c)2,0m/s

d) 2410,7W

e) 146,75°C ! (a 4gua ird evaporar, mudando as condi¢cGes do problema)
6.7.7:

a) a) Bomba ; b) Hy = 29,96m; c) Pot =293.625J/s; d) C=2.763,5 kWh = 9,95x10° J.
6.7.8: OBS: Nas versdes anteriores ndo foi incluida na proposta do problema a distancia entre o
centro do tubo e o nivel do mercurio no lado esquerdo do mandmetro (2,0m). Com esse dado, as
respostas ficam:
Q=0,871m>/s ; b) Pot = 302,9 kW

CAPITULO 7

Ex.7.5.1

Forga exercida pela agua sobre a placa: F,_, , = (17.723 + 0,0393 P, ) N (sentido +x); esta resposta
depende da pressdo atmosférica local.

Forca resultante sobre a placa: F =17.723 N (sentido -x); esta é a forca a ser aplicada pelos vinculos
gue unem o tubo a placa (parafusos, rebites, solda, etc). Esta forca ndo depende da pressao
atmosférica local.

Ex.7.5.2

Forga exercida pela agua sobre a placa: F,_, , = (322,6 + 0,01767 P, ) N (sentido -z); esta resposta
depende da pressdo atmosférica local.

Forga resultante sobre a placa : F =322,6 N (sentido +z); esta é a forga a ser aplicada pelos vinculos
gue unem o tubo a placa (parafusos, rebites, solda, etc). Esta forca ndo depende da pressao
atmosférica local.

7.5.3

Forca necessaria para manter o projétil F = 6.570N (sentido -x)

7.5.4

Forca exercida pela dgua sobre o cone: F, _, . =(1.477 + 0,031415 P, ) N (sentido +x); esta resposta
depende da pressao atmosférica local.

Forca resultante sobre o cone : F = 1.477 N (sentido —x); esta é a forca a ser aplicada pela barra que
mantém o cone no lugar. Esta forca ndo depende da pressao atmosférica local.

7.5.5

Forga aplicada pelo vinculo sobre a expansdo F = 1339N (sentido +x); a expansdao comprime o tubo
menor.

7.5.6

Tensdo em cada rebite T = 5655N (tracdo)
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7.5.7
Componentes da Forga exercida pela agua sobre o tubo:
Componente X:

Fxa_ t =(-17,34 + 0,003436 P, ) N (sentido —x); esta resposta depende da press3o atmosférica
local.

O sentido coincide com o adotado (—x) quando F,, > 0. Isto ocorre para

P.tm > 5049,5Pa, o que abrange a maioria das situagdes comuns.

Componente Y:

Fy a_, t=18 N (sentido -y)

7.5.8

Forca do conjunto curva + bocal sobre as cavilhas Fyc _s cavihas = 8.747 N (sentido —x); O sentido indica
gue as cavilhas sdo tracionadas.

7.5.9

Velocidade do jato : V = 44,27m/s;

Forga exercida pela agua sobre a placa: F,_, , = (2.213,5 + 0,0707 P, ) N (sentido +x); esta resposta
depende da pressao atmosférica local.

Forca resultante sobre a placa: F =2.213,5 N (sentido —x); esta é a forca a ser aplicada pelos vinculos
sobre a placa para manté-la no lugar. Esta forca ndao depende da pressdao atmosférica local.

Ex. 7.5.10

Poténcia da bomba Pot = 8.828W

Ex. 7.5.11

Tensdo no arame T = 2.500N (tracdo no arame)

Ex. 7.5.12

Velocidade média de saida em cada fenda lateral V = 5m/s.

Forca indicada no dinamémetro F = 14.477N (for¢ca de compressdo na mola)

Ex. 7.5.13

Componente X da forca sobre a curva F, = 34.500N (sentido +x).

Componente Y da forga sobre a curva: F, = 23.383N (sentido —y).

Ex.7.5.14

Componente x da resultante sobre a pa R, = 375N (sentido —x)

Componente y da resultante sobre a pa R, = 0.

Obs: a resultante sobre a pd é a forca necessdria para manter a pa no lugar.

Ex 7.5.15

a) Areas: A, = 0,03333... m%; A; = 0,06666... m°.

b) ReacOes sobre o anteparo

Componente x: Ry = 4.448N (sentido —x)

Componente y: Ry = 1.551N (sentido —y)

Obs: a reacdo sobre o anteparo é a forca necessaria para manter o anteparo no lugar.



