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Prefacio

Esta apostila foi desenvolvida com a finalidade de servir como material auxiliar
para os alunos do curso de Graduagdo em Engenharia Mecanica, da Faculdade de
Engenharia — Campus de Ilha Solteira da Unesp, que cursam a disciplina Eletricidade e
pretende complementar as informagdes que o professor transmite em sala de aula.

O material foi desenvolvido com base em livros tradicionais de Circuitos Elétricos,
e mostra as leis e técnicas bdsicas de andlise de circuitos elétricos alimentados por fontes de
corrente e/ou tensdo constantes. Uma vez que trata-se de uma andlise em regime
permanente, sdo abordados somente circuitos resistivos. Futuramente pretende-se
desenvolver uma apostila abordando circuitos alimentados por fontes senoidais em regime
permanente e neste material serdo abordados circuitos constituidos por resistores, indutores
e capacitores.

Esta é a primeira versdo da apostila e, apesar de ter sido amplamente revisada, nao
estd isenta de erros, sendo que toda sugestdo e/ou corre¢do serd bem recebida e ird

colaborar para o aperfeicoamento do material.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos

Vamos definir um circuito elétrico como sendo uma interconexdo de componentes
elétricos onde circulam cargas elétricas.

Para entender o conceito de carga elétrica, vamos recorrer a teoria atdmica cldssica
em que um dtomo € constituido de um nucleo, carregado positivamente (cargas positivas), e
de elétrons que orbitam ao seu redor e sdo carregados negativamente (cargas negativas). De
acordo com a teoria atOmica, sempre que uma carga elétrica se movimenta hd a liberacao
ou absorc¢do de energia pela mesma. A carga elétrica € medida em coulombs (C), sendo que
a carga de um elétron corresponde a 1,602 x 10™ C.

Na andlise de circuitos elétricos, iremos considerar sempre as carga elétricas
negativas. Ao movimento de tais cargas ao longo do circuito elétrico, did-se o nome de

corrente elétrica, que matematicamente € definida como sendo:

dq(t)

O==4

(1.1)

Na equacdo 1.1 i(t) € a corrente elétrica e q(t) € a carga elétrica.

A unidade de corrente elétrica é o ampere, sendo que 1 A corresponde a 1 coulomb
por segundo (1 C/s).

A corrente elétrica € classificada de acordo com seu sentido. Dd-se o nome de
corrente continua (direct current - dc) a corrente que possui um unico sentido e, a corrente
cujo sentido varia ao longo do tempo di-se o nome de corrente alternada (alternating
current - ac). Como exemplo de corrente continua, podemos citar a corrente em que o valor

e o sentido ndo variam em fun¢@o do tempo e, como exemplo de corrente alternada cita-se a

corrente senoidal, cuja amplitude e direcdo em func¢do do tempo sdo descritas por meio de
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uma funcdo senoidal. As Figuras. 1.1 e 1.2 mostram, respectivamente uma corrente

continua constante e uma corrente alternada senoidal.

l(t) A

Ip

Fig. 1.1 - Corrente continua de valor constante

Corrente (A)

| | | |

L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Tempo (ms)

Fig. 1.2 - Corrente alternada com forma de onda senoidal

Na Figura 1.1 verifica-se que a corrente é continua em fun¢do do tempo, devido ao
fato da mesma ndo mudar de sentido, e € constante. J4 na Figura 1.2 observa-se que a
corrente € alternada, pois o sentido da mesma varia em fungdo do tempo, e é descrita por

uma fun¢do senoidal.
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Para que ocorra o movimento das cargas elétricas entre dois pontos de um circuito, é
necessdrio que exista uma diferenca de potencial elétrico entre estes dois pontos (também
denominada forca eletromotriz, diferenca de potencial ou tensdo). Esta diferenca de
potencial € providenciada pelas fontes de tensdo. A unidade da tensdo € o volt (V) e
equivale ao trabalho que deve ser realizado para mover 1 C entre dois pontos afastados 1 m
um do outro.

As Figuras 1.3 e 1.4 mostram, esquematicamente, o processo de transferéncia de
energia que pode ocorrer entre uma fonte de tensdo e os demais componentes de um

circuito elétrico.

A R
—@
+ demais
Fonte v componentes
do circuito
I
- -
—eo
B

A L
—@
+ demais
Fonte componentes
\ do circuito
I
- —
—e
B

Fig. 1.4 - Fonte de tensdo recebendo energia dos demais componentes do circuito

Nas Figs. 1.3 e 1.4 a varidvel V representa a diferenca de potencial entre os pontos

"non

A e B. Nestas figuras os sinais "+" e indicam os pontos de maior e de menor potencial
respectivamente. Observa-se que quando a corrente "sai" do ponto positivo e "entra" no

ponto negativo, a fonte de tensdo fornece energia para o restante do circuito. Por outro lado,
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quando a corrente "sai" do ponto negativo e "entra" no ponto positivo, a fonte de tensdao

recebe energia do restante do circuito.
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Capitulo 2

Bipolos

2.1 - Defini¢ao de bipolo
Dé-se o nome de bipolo a qualquer dispositivo que tenha dois terminais acessiveis e

que pelo qual é possivel circular uma corrente elétrica.

2.2 - Tipos de bipolos

Os bipolos podem ser classificados em bipolos ativos e passivos.

Os bipolos ativos sdo capazes de gerar energia elétrica. Como exemplo de bipolos
ativos tém-se as fontes de tensdo e as fontes de corrente.

Denomina-se bipolo passivo ao dispositivo de dois terminais que somente absorve
energia elétrica. Como exemplo de bipolos passivos t€ém-se os resistores, os indutores e 0s

capacitores.

2.2.1 - Fontes de tensdo

Dé-se o nome de fonte de tensdo ao bipolo ativo capaz de manter uma tensdo
especifica entre seus terminais, independentemente da corrente que circula pelo mesmo. As
Figs. 2.1 e 2.2 mostram os simbolos que representam uma fonte de tensdo varidvel no tempo e

uma fonte de tensdo continua, respectivamente.

O v

B

Fig. 2.1 - Representa¢do de uma fonte de tensdo v(t) varidvel no tempo
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Fig. 2.2 - Representa¢do de uma fonte de tensdo Vj constante

A Fig. 2.3 mostra uma fonte de tensdo com tensdo v(t) fornecendo energia para o

restante do circuito.

i(t)
A —
+
demais
componentes
v(b) C) do circuito
B

Fig. 2.3 - fonte de tensdo fornecendo energia para o circuito

Observa-se na Fig. 2.3 que a seta que representa a tensdo v(t) da fonte aponta para
terminal positivo da mesma (terminal "+"). Uma vez que a corrente estd "saindo" do terminal
positivo da fonte, a mesma estd fornecendo energia para o restante do circuito. Deste modo,
conclui-se que quando uma fonte estd fornecendo energia, a tensdo e a corrente deste bipolo
possuem a mesma direcao.

A Fig. 2.4 mostra uma fonte de tensdo com tensdo v(t) recebendo energia do restante
do circuito.

A Fig. 2.4 mostra que a corrente estd "entrando" no terminal positivo da fonte, fazendo
com que a mesma receba energia do circuito. Observa-se que quando a fonte estd recebendo
energia do restante do circuito, a tensdo e a corrente deste bipolo possuem dire¢des contrarias.
Como exemplo de uma fonte de tensdo que recebe energia elétrica do restante do circuito,

pode ser citado o caso de uma bateria sendo recarregada.
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i(t)
A -~
+
demais
componentes
v(b) C) do circuito
B

Fig. 2.4 - fonte de tensdo recebendo energia do circuito

2.2.2 - Fontes de corrente

Dé-se o nome de fonte de corrente ao bipolo ativo capaz de manter uma corrente
especifica entre seus terminais, independentemente da tensdo aplicada em seus terminais. As
Figs. 2.5 e 2.6 mostram os simbolos que representam uma fonte de corrente varidvel no tempo

e uma fonte de corrente constante, respectivamente.

A

Q i

B

Fig. 2.5 - Representagdo de uma fonte de corrente i(t) varidvel no tempo

A

M

B

Fig. 2.6 - Representagdo de uma fonte de corrente Iy de valor constante
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A Fig. 2.7 mostra uma fonte de corrente i(t) fornecendo energia para o restante do

circuito.

A
demais
componentes
v(t) (f) i(t) do circuito
B

Fig. 2.7 - fonte de corrente fornecendo energia para o circuito

Observa-se na Fig. 2.7 que a corrente i(t) da fonte de corrente e a tensdo v(t) sobre esta
fonte possuem a mesma dire¢do estando a fonte, deste modo, fornecendo energia para o
restante do circuito.

A Fig. 2.8 mostra uma fonte de corrente i(t) recebendo energia para o restante do

circuito.
A
demais
componentes
v(t) Cf) i(t) do circuito
B

Fig. 2.8- fonte de corrente recebendo energia do circuito

Observa-se na Fig. 2.8 que a corrente i(t) da fonte de corrente e a tensdo v(t) sobre esta
fonte possuem direcdes contrarias estando a fonte, deste modo, recebendo energia do restante
do circuito.

Assim, € possivel concluir que um bipolo ativo estard fornecendo energia se a corrente
e a tensdo do mesmo tiverem a mesma dire¢cdo. Caso a corrente e a tensdo neste tipo de bipolo

tenham direc¢des opostas, o mesmo estard recebendo energia do restante do circuito.
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2.2.3 - Resistores
Um resistor é um bipolo passivo em que a energia elétrica absorvida pelo mesmo ¢é
convertida em calor. A unidade utilizada para quantificar a resisténcia de um resistor é o Q

(ohm). A Fig. 2.9 mostra o simbolo utilizado para representar um resistor cuja resisténcia é R.

Fig. 2.9 - Representagdo de um resistor R

Quando um resistor de resisténcia R é submetido a uma tensdao v(t), o mesmo ¢é
percorrido por uma corrente i(t) € a energia elétrica absorvida por este bipolo € dissipada na
forma de calor. A Fig. 2.10 mostra um resistor R, submetido a uma tensdo v(t) e percorrido

por uma corrente i(t).

l it

v(t) R

Fig. 2.10 - Representacdo de um resistor R submetido a uma tensdo v(t) e percorrido por uma

corrente i(t)

A Fig. 2. 10 mostra que a tensdo v(t) e a corrente i(t) em um resistor possuem direcdes

contrarias.
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2.2.3 - Indutores

Um indutor € um bipolo passivo em que a energia elétrica absorvida pelo mesmo ¢é
armazenada sob a forma de um campo magnético. A unidade utilizada para quantificar a
indutancia de um indutor € o henry (H). A Fig. 2.11 mostra o simbolo utilizado para

representar um indutor cuja indutancia € L.

Fig. 2.11 - Representacdo de um indutor L

Quando um indutor de indutdncia L é submetido a uma tensdo v(t), o mesmo

(€N

(€N

percorrido por uma corrente i(t) e a energia elétrica absorvida por este dispositivo
armazenada na forma de um campo magnético. A Fig. 2.12 mostra um indutor L, submetido a

uma tensdo v(t) e percorrido por uma corrente i(t).

li(t)

0 L

Fig. 2.12 - Representacdo de um indutor L submetido a uma tensdo v(t) e percorrido por uma

corrente i(t)

A Fig. 2. 12 mostra que a tensdo v(t) e a corrente i(t) em um indutor possuem direcdes

contrarias.

10
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2.2.4 - Capacitores
Um capacitor é um bipolo passivo em que a energia elétrica absorvida pelo mesmo ¢é
armazenada no mesmo sob a forma de um campo elétrico. A unidade utilizada para

quantificar a capacitancia de um capacitor é o farad (F). A Fig. 2.13 mostra o simbolo

utilizado para representar um capacitor cuja capacitancia é C.

Fig. 2.13 - Representacdo de um capacitor C

(€N

Quando um capacitor de capacitancia C € submetido a uma tensdo v(t), 0 mesmo

(€N

percorrido por uma corrente i(t) e a energia elétrica absorvida por este componente
armazenada na forma de um campo elétrico. A Fig. 2.14 mostra um capacitor de capacitincia

C, submetido a uma tensdo v(t) e percorrido por uma corrente i(t).

li(t)

—_— C

vty [ T

Fig. 2.14 - Representacdo de um capacitor C submetido a uma tensdo v(t) e percorrido por

uma corrente i(t)

A Fig. 2. 14 mostra que a tensdo v(t) e a corrente i(t) em um capacitor possuem
dire¢des contrdrias.

Verifica-se que em qualquer bipolo passivo a tensdo e a corrente sempre possuem
dire¢des contrérias e que tais componentes sempre absorvem energia elétrica e esta energia é
dissipada na forma de calor (no caso de resistores) ou € armazenada em um campo elétrico ou

magnético (no caso de capacitores e indutores, respectivamente).

11
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Capitulo 3

Lei de Ohm

3.1 - Introduc¢do
A lei de Ohm estabelece a relacdo que existe entre a tensdo e a corrente em um
resistor. Esta lei, juntamente com as leis de Kirchhof, permite calcular a tensdo e a corrente

em qualquer parte de um circuito elétrico.

3.2 - Lei de Ohm
Considere um resistor R submetido a uma tensao v(t) e a uma corrente i(t). Sabe-se
que por ser um elemento passivo, a corrente i(t) e a tensdo v(t) no resistor R terdo dire¢oes

contrdrias, conforme mostra a Fig. 3.1.

l i

v(t) R

Fig. 3.1 - Resistor R submetido a uma tensao v(t) e percorrido por uma corrente i(t)

A lei de Ohm estabelece que a tensdo em um resistor € diretamente proporcional &
corrente que atravessa o0 mesmo, sendo que a constante de proporcionalidade entre a tensdo e
a corrente € a resisténcia do resistor. Deste modo, aplicando a lei de Ohm no resistor R

mostrado na Fig. 3.1, é possivel escrever:
v(t) = Ri(b) (3.1

Em (3.1) v(t) e i(t) sdo a tensdo e a corrente, respectivamente, no resistor mostrado na

Fig. 3.1 e R € aresisténcia do resistor expressa em ohms.

12
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Utilizando somente a lei de Ohm é possivel calcular a corrente e/ou a tensdo nos
bipolos de circuitos constituidos por uma tnica fonte (de tensdo ou de corrente) e por um

resistor, conforme serd mostrado em seguida.

Exemplo 3.1) Uma fonte de tensdo continua com tensdo Vg = 12 V € conectada em um

resistor de 10 Q, conforme mostra a Fig. 3.2. Determine a tensao e a corrente no resistor.

A C
T V=12V R=10Q
B D

Fig. 3.2 - Fonte de tensdo Vg alimentando um Resistor R

Inicialmente serd indicada a direcdo da tensdo Vg da fonte, conforme mostrado na Fig.

3.3.
A C
Vi | =F R
B D

Fig. 3.3 - Dire¢do da tensdo Vg no circuito

Verifica-se no circuito mostrado na Fig. 3.3 que entre os pontos A e C ndo existe
nenhum bipolo, sendo que o mesmo ocorre entre os pontos B e D. Deste modo, os pontos A e
C sdo, do ponto de vista elétrico, coincidentes. O mesmo ocorre para os pontos B e D. Deste

modo, o circuito mostrado na Fig. 3.3 pode ser desenhado conforme mostra a Fig. 3.4.

13
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>
e

Il

=

B D =B
Fig. 3.4 - Indicacdo dos pontos coincidentes no circuito

Sabendo que a tensdo entre os pontos A e B é Vg, conclui-se que o resistor R também

estd submetido a tensdo Vg = 12 V conforme mostra a Fig. 3.5.

>
(@]
Il

=

VE

VF R

B D =B

Fig. 3.5 - Identificacdo da tensdo no resistor R

O circuito possui somente dois bipolos sendo um ativo (a fonte de tensao) e o outro
passivo (o resistor R). Assim, toda a energia consumida pelo resistor deve ser fornecida pela
fonte de tensdo. Sabendo que para que um bipolo ativo forneca energia a tensdo e a corrente
devem ter a mesma direcdo, conclui-se que a corrente deve percorrer o circuito no sentido A-
C-D-B.

Uma outra maneira para determinar a direcdo da corrente no circuito é partir da
condicdo de que em um resistor a corrente e a tensdo devem ter sempre direcdes opostas.
Deste modo verifica-se que a corrente no resistor deve ir do ponto C para o ponto D.
Novamente conclui-se a corrente faz o percurso A-C-D-B no circuito.

A Fig. 3.6 mostra a corrente I no circuito.

14
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>
!
(@]
Il
>

B D =B

Fig. 3.6 - Corrente I no circuito

A Fig. 3.6 mostra que o resistor R estd submetido a uma tensdo Vg e € percorrido por

uma corrente . Com base na lei de Ohm, € possivel escrever:

Vi = RI (3.2)

A partir de (3.2) obtém-se:

=¥ (3.3)

Sabendo que a tensdo Vp € igual a 12 V e que a resisténcia do resistor R € 10 Q,
conclui-se que a corrente no resistor R éI1=1,2 A.

Observe que ndo basta encontrar o valor de uma corrente e/ou de uma tensdo em uma
determinada parte de um circuito. E necessario também indicar a direcdo destas grandezas.

Neste exemplo, as direcdes da corrente e da tensdo no resistor estdo indicadas na Fig. 3.6.

Exemplo 3.2) Uma fonte de corrente continua I =5 A € conectada em um resistor de 10 €,

conforme mostra a Fig. 3.7. Determine a tens@o e a corrente no resistor e a tens@o na fonte.
A C

I=5A R=10Q

B D
Fig. 3.7 - Fonte de corrente I alimentando um Resistor R

15
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A presenca da fonte de corrente, no circuito mostrado na Fig. 3.7, define o valor e a
direc@o da corrente que percorre este circuito. Tal corrente terd o valor de 5 A e percorrerd o
circuito no sentido A-C-D-B. Sabe-se também que a corrente e a tensdo em um resistor
possuem dire¢do contrdrias. Deste modo, a tens@o e a corrente no resistor R terdo as direcdes

mostradas na Fig. 3.8.

A I=3A C
@M 1=54 Ve R=10Q
B D

Fig. 3.8 - Corrente e tensdo no resistor R
Com base na lei de Ohm, t€m-se:
Vg = RI (3.4)

Sabendo que I =5 A e que R =10 Q, obtém-se que a tensdo no resistor ¢ Vg =50 V.
Para determinar a tensdo sobre a fonte de corrente, deve-se levar em conta que nao
existe nenhum bipolo conectado entre os pontos A e C e ente os pontos B e D. Sendo assim, a
tensdo entre os pontos A e B (tensdo sobre a fonte de corrente) é a mesma tensdo que estd
aplicada entre os pontos C e D (tensdo sobre o resistor) que é Vg = 50 V, conforme mostra a
Fig. 3.9.
A I=3A

— C

\ I=5A Vi R=10Q

B D

Fig. 3.9 - Corrente e tensdes no circuito

16
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Exercicio 3.1) Uma fonte de tensdo continua com tensdo Vg = 12 V é conectada em um

resistor de 2 Q, conforme mostra a Fig. 3.10. Determine a tensao e a corrente no resistor.

A C
_--_VFZIZV RZZQ
B D

Fig. 3.10

Exercicio 3.2) Sabendo que a corrente I no circuito mostrado na Fig. 3.11 é 2 A, determine a

tensdo da fonte Vg e a tensdo no resistor R.

A 1224 c
-1 Vr §R=509
B D
Fig. 3.11

Exercicio 3.3) No circuito mostrado na Fig. 3.12 determine o valor do resistor R e a tensio

aplicada sobre 0 mesmo.

A 1=05A c
= Vi=150V R
B D
Fig. 3.12

17
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Exercicio 3.4) No circuito mostrado na Fig. 3.13 o resistor R é alimentado por uma fonte de
corrente I. sabendo que a tensdo Vg € 100 V, determine a valor da corrente fornecida pela

fonte de corrente e a dire¢do da mesma.

O:1 Ve R=25Q

Fig. 3.13

Exercicio 3.5) Determine a corrente no circuito mostrado na Fig. 3.14, considerando os

seguintes valores para o resistor R: 2 Q,5 Q, 10 Q e 20 Q

A C
= Ve=150V R
B D
Fig. 3.14

Exercicio 3.6) No circuito mostrado na Fig. 3.15, determine a tensao no resistor R

considerando os seguintes valores para o resistor R: 2 ,5 Q, 10 Q €20 Q

A C

@ 1-4a §R

Fig. 3.15
18
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Capitulo 4

Poténcia Elétrica

4.1 - Introducio
Nesta aula serd mostrado o conceito de poténcia elétrica fornecida/absorvida por um
bipolo genérico. Este conceito genérico de poténcia elétrica serd utilizado na dedugdo de

equacdes especificas que permitam calcular a poténcia elétrica absorvida por resistores.

4.2 - Poténcia elétrica

Sabe-se que o termo poténcia é definido como sendo a quantidade de trabalho
(conversdo de energia de uma forma para outra) realizado em um determinado intervalo de
tempo, que corresponde a taxa de variacdo de energia em relacdo ao tempo. Aplicando a
definicdo de poténcia para o caso de bipolos, pode-se dizer que poténcia elétrica é a
quantidade de energia elétrica que € convertida para uma outra forma de energia em um
determinado intervalo de tempo ou, de maneira mais formal, a taxa de variacdo de energia
elétrica em um bipolo em relacdo ao tempo.

A unidade de poténcia € o Joule/segundo (J/s) que, em se tratando de poténcia elétrica,
é denominada Watt (W).

Considere dois bipolos genéricos submetidos a uma tensdo v(t) e percorridos por uma

corrente i(t) conforme mostram as figuras 4.1a e 4.1b.

l i(t) T i(v)

v(t) v(t)

(@) (b)

Fig. 4.1 - Bipolos com suas respectivas tensdes e correntes

Na Fig. 4.1a, o bipolo estd absorvendo energia elétrica enquanto que na Fig. 4.1b o

bipolo estd fornecendo energia elétrica. Consequentemente, a partir da definicdo de poténcia,

19
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conclui-se que na Fig. 4.1a o bipolo absorve poténcia elétrica e que na Fig. 4.1b o bipolo
fornece poténcia elétrica.

E possivel provar que a poténcia elétrica absorvida ou fornecida por um bipolo,
submetido a uma tensdo v(t) e percorrido por uma corrente i(t), ¢ dada pelo produto da tensdo
pela corrente no mesmo. Assim, a poténcia elétrica absorvida pelo bipolo mostrado na Fig.

4.1a e fornecida pelo bipolo mostrado na Fig. 4.1b € escrita como sendo:
p(H) = v() i() (4.1)

A energia elétrica absorvida pelo bipolo mostrado na Fig. 4.1a, em um intervalo de

tempo At € escrita como sendo:
Eq = fttlzp(t) dt , sendoAt= t, — t; (4.2)

A energia elétrica E. serd armazenada na forma de energia elétrica no bipolo mostrado
na Fig. 4.1a, caso este bipolo seja uma fonte de tens@o ou de corrente. Se este bipolo for um
bipolo passivo, a energia elétrica E¢ serd convertida para outra forma de energia. Caso o
bipolo seja um motor, a energia elétrica serd convertida em movimento (energia mecanica);
Caso o bipolo seja um resistor (aquecedor/chuveiro) a energia elétrica serd convertida em
energia térmica e serd dissipada na forma de calor.

No caso do bipolo mostrado na Fig. 4.1b, como trata-se de um bipolo ativo, o mesmo

estd forncendo a energia elétrica E).

4.3 - Poténcia elétrica absorvida por resistores

A Fig. 4.2 mostra uma fonte de tensio v(t) genérica alimentando uma resisténcia R.

i(t)
—

C) v(t) vr(t) R

Fig. 4.2 - Fonte v(t) alimentando um resistor R
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No circuito mostrado na Fig. 4.2 i(t) € a corrente no circuito e vg(t) € a tensao sobre a
resisténcia R. Observe que as tensdes v(t) e vr(t) sdo idénticas.

A poténcia fornecida pela fonte de tensdo é dada por:

pr(t) = ve(D) i(0) (4.3)
A poténcia absorvida pelo resistor R € escrita como sendo:

pr(D = vr(D) i(t) (4.4)
Aplicando a lei de Ohm no circuito mostrado na Fig. 4.2 obtém-se:

vr(t) = Ri(t) (4.5)
A partir de (4.5) tém-se:

i(t) = % (4.6)

Substituindo (4.5) em (4.4) verifica-se que a poténcia absorvida pelo resistor R pode

ser escrita como sendo:
pr(t) = R i(t)? 4.7

A partir da substituicdo de (4.6) em (4.4) verifica-se que a poténcia absorvida pelo

resistor R também pode ser expressa por:

p.(t) = O 48)

Com base em (4.4), (4.7) e (4.8) verifica-se que a poténcia absorvida por um resistor
pode ser escrita de trés maneiras distintas. Esta poténcia pode ser calculada a partir da
definicdo de poténcia elétrica (equacdo (4.4)), a partir da corrente que circula na resisténcia R

(equagdo (4.7)) ou a partir da tensdo aplicada na resisténcia R (equag@o (4.8)). Estas trés

equacdes resultam no mesmo valor para a poténcia absorvida pelo resistor.
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Exemplo 4.1) Determine, no circuito mostrado na Fig. 4.3, a corrente no circuito, a poténcia

fornecida pela fonte e a poténcia dissipada no resistor R.

= V=100V R=20

Fig. 4.3 - Circuito referente ao exemplo 4.1

Inicialmente serdo indicadas as tensdes e a corrente nos bipolos do circuito.

VF ———

Fig. 4.4 - Circuito referente ao exemplo 4.1: indicag@o das tensdes e da corrente

A tensdo sobre o resistor R € igual a tensdo da fonte. Portanto, a tensdo sobre o resistor
Ré 100 V.

Aplicando a lei de Ohm no circuito mostrado na Fig. 4.4 verifica-se que a corrente I é
igual a 50 A.

Utilizando o conceito de poténcia elétrica (equacdo 4.1), verifica-se que a fonte de
tensdo fornece 5000 W (5 kW) para o circuito e que o resistor R absorve uma poténcia igual a
5 kW (este valor pode ser obtido a partir de 4.4, 4.7 ou 4.8) que ird ser dissipada na forma de

calor.

Exemplo 4.2) Determine, no circuito mostrado na Fig. 4.5, as tensdes na fonte de corrente e

no resistor R, a poténcia fornecida pela fonte e a poténcia dissipada no resistor R.
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I=20A %R:IOQ

Fig. 4.5 - Circuito referente ao exemplo 4.2

Indicacdo do sentido das tensdes e da corrente no circuito.

Ve QDI=20A Vi R=10Q

Fig. 4.6 - Circuito referente ao exemplo 4.2: indicag@o das tensdes e da corrente

A corrente no circuito € I = 20 A, pois é esta a corrente que a fonte de corrente
fornece.

A tensdo Vg no resistor R pode ser encontrada aplicando a lei de Ohm, sendo que esta
tensdo terd um valor Vg = 200 V. A tensdo na fonte de corrente € igual a tensdo no resistor R.
Deste modo, a fonte de corrente estara submetida a uma tensao Vg =200 V.

A poténcia fornecida pela fonte é determinada por meio da definicio de poténcia
elétrica (equag@o 4.1) e possui valor igual a 4000 W (4 kW). A poténcia absorvida pelo
resistor R pode ser calculada a partir das equacdes 4.4 , 4.7 ou 4.8. A utilizagdo de qualquer
uma destas equagdes resultard em uma poténcia igual a 4 kW que serd absorvida pelo resistor

e serd dissipada na forma de calor.
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Capitulo 5

Leis de Kirchhoff

5.1 - Introduc¢do

Os circuitos que foram analisados até o presente momento eram constituidos de uma
fonte (de tens@o ou de corrente) e de um resistor. A partir desta aula, serdo mostradas as duas
leis de Kirchhoff que, juntamente com a lei de Ohm, permitiré a andlise de circuitos genéricos
constituidos por quaisquer quantidade de bipolos.

A aplicacdo das leis de kirchhoff exige o conhecimento dos conceitos de no, malha e

ramo.

5.2 -Defini¢ao de nd, malha e ramo

Um no6 € definido como sendo um ponto de conexao de dois ou mais bipolos. Define-se
ramo como sendo qualquer porc¢do de circuito situada entre dois nés. Uma malha € definida
como sendo qualquer conjunto de ramos que forme um caminho fechado.

Como ilustragdo, considere o circuito mostrado na Fig. 5.1.

4 Ri R; 5

—— NV 1 WAV

Ry Rs

3
Fig. 5.1 - Circuito com mais de uma fonte e com mais de um resistor

No circuito mostrado na Fig. 5.1 € possivel verificar que existem 6 nés (nés 1, 2, 3,4, 5
e 6). O nd 1 faz a conexao dos resistores Rj, R; e R4; no né 2 estdo conectados os resistores

R, e Rz e a fonte de corrente I; o né 3 faz a conexdo dos resistores Rz e Rg € a fonte de tensdo
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V; no nd 4 estdo conectados o resistor R; e a fonte de tensdo V; o ndé 5 faz a conexdo dos
resistores Ry € Rs enquanto que no né 6 estdo conectados a fonte de corrente I e os resistores
Rs e Rg.

Verifica-se na Fig. 5.1 a existéncia de 8 ramos que sdo os trechos do circuito
compreendidos entre osnés 1 -2,1-4,1-5,2-3,2-6,3-4,3-6¢5-6.

Com base na definicao de malha, verifica-se a existéncia das malhas 1-2-3-4-1, 1-2-6-5-

1, 1-2-6-3-4-1, 1-4-3-6-5-1, etc...

5.2 - Primeira lei de Kirchhoff

A primeira lei de Kirchhoff é também conhecida como lei de Kirchhoff para as
correntes ou lei dos nos.

Considere o n6 mostrado na Fig. 5.2 e as respectivas correntes nos ramos conectados a

este no.

Fig. 5.2 - N6 com os respectivos ramos

Na Fig. 5.2 diz-se que as correntes ii, i3 € i4 estdo "entrando" no né e que as correntes i
e 15 estdo "saindo" do nd.

A lei de Kirchhoff para as correntes (ou lei dos nés) garante que a soma algébrica das
correntes "entrando" em um né é nula. Deste modo, aplicando a lei dos nés no né mostrado

na Fig. 5.2 € possivel escrever:

ip+ (i) +ig+ i, + (—ig) =0 G.D

A partir de (5.1) obtém-se:

i1 + i3 + i4 = iz + i5 (52)
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Em (5.2) mostra-se que a primeira lei de Kirchhoff garante que a soma das correntes

que entram em um noé € igual 4 soma das correntes que saem do mesmo.

Exemplo 5.1) Considere os nés 1, 2, ...n, com as respectivas correntes, que possuem como
particularidade o fato de conectarem somente dois bipolos, conforme mostra a Fig.

5.3.Aplique a primeira lei de Kirchhoff nestes né.

il iz iz i3 12 in-l in.l in
1 2 n-1 n

Fig. 5.3 - Circuito com bipolos conectados em série

Diz-se que os bipolos mostrados na Fig. 5.2 estdo conectados em série.

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff nos nds mostrados na Fig. 5.3 obtém-se:

ip =1, =i (5.3)
=iy = i3=i (5.4)
In-2 = Ip-1 = Ip-1 =1 (5.5)
i =i, = i, =i (5.6)

A partir de (5.3)-(5.6) é possivel afirmar que bipolos conectados em série sdo

percorridos pela mesma corrente.

5.3 - Segunda lei de Kirchhoff

A segunda lei de Kirchhoff é também conhecida como lei de Kirchhoff para as tensdes
ou lei das malhas.

Considere a malha constituida por bipolos genéricos, e as respectivas tensdes em cada

um dos bipolos, mostrada na Fig. 5.4.
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Vs

Vi
[ |
A%
]‘ Vs Vs \
e eed eed

Fig. 5.4 - Malha com seus bipolos e as respectivas tensdes

A segunda lei de Kirchhoff estabelece que a soma das tensdes ao longo de malha
qualquer (no sentido hordrio ou anti-horario) é nula. Assim, para a malha mostrada na Fig.

5.4, é possivel escrever:

Vi+ o+ (V) +(=V)+ (-V5) + Vg, +V, =0 5.7

Exemplo 5.2) No circuito mostrado na Fig. 5.5 determine a corrente e a tensdo nos bipolos,

bem como a poténcia fornecida ou consumida pelos mesmos.

RIZSQ R3:29
4 \M’ \hhh‘ 5
%RZZIOQ §R524Q
— Vi=120V 2 @ 6
I1=10A
R,=5Q Ry=7Q
3

Fig. 5.5 - Circuito do exemplo 5.2

Inicialmente deve-se indicar, no circuito, todas as tensdes e as correntes ja conhecidas.
Neste exemplo, sdo conhecidas apenas a tensdo V, da fonte de tensdo e a corrente I da fonte

de corrente. A Fig. 5.6 mostra o circuito com a tensdo V; e a corrente I "entrando” no né 6.

27



Eletricidade: Andlise de circuitos alimentados por fontes constantes Sérgio Kurokawa

—
— Vi=120V 2—@—6

R4:59 R5:7Q

Fig. 5.6 - Circuito com a tensdo V; e com a corrente |

Em seguida todos os nés com 3 ou mais bipolos conectados devem ser identificados. No
circuito mostrado na Fig. 5.5 verifica-se que os nés 1, 2, 3 e 6 atendem a estas condicdes.

Considerando que o circuito em anélise possui # ndés com 3 ou mais bipolos conectados,
deve-se escolher n-1 nds. Neste exemplo serdo escolhidos os nds 1, 2 e 6. A préxima etapa
consiste em "chutar” uma direcdo para as correntes que percorrem o0s bipolos conectados
nestes n-1 nés. A Fig. 5.7 mostra as correntes nos nos 1, 2 e 6.

RIZSQ il i3 R3:29

WAW—==T= W

‘iz L» ‘13
—_— V,=120V 2 ._@_.6
‘1 i

Fig. 5.6 - "Chute" das correntes nos n-/ ndés com 3 ou mais bipolos conectados

Uma vez escolhidos os sentidos das correntes que "entram" e que "saem" dos nés com

3 ou mais bipolos conectados, aplica-se a primeira lei de Kirchhoff nos mesmos.
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Aplicando a primeira lei de Kirchhoff no n6 1, é possivel escrever:

i =1y + ig (5.8)

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff no n6 2, tém-se:

i, =iy + I (5.9)

Analogamente, para o n 6, obtém-se:

[=i; + ig (5.10)

Para aplicar a segunda lei de Kirchhoff no circuito, inicialmente deve-se indicar todas

as tensoes desconhecidas. O sentido destas tensdes devem ser coerentes com o sentido das

correntes, conforme mostra a Fig. 5.7.

4 R, = 5Q il i3 R;= 2Q 5
VRl VR3

Vr2 %RZZIOQ Vks §R6:4Q
) Vi
-

‘12 L» ‘13
— V,=120V 2'f""<:)____f‘6
1.

L I=10A ¢
Vi §R4=59 Vs §R5:7Q

3

Fig. 5.7 - Tensdes no circuito

As diregdes das tensdes nos resistores foram escolhidas levando em conta que tais
elementos sdo bipolos passivos em que a corrente € a tensdo possuem direcdes opostas. A
direcdo da tensdo Vg na fonte de corrente deve ser escolhida levando em conta que a fonte é
um bipolo ativo que pode fornecer ou receber poténcia. Uma vez que ainda ndo se sabe se tal

bipolo fornece ou recebe poténcia, deve se "chutar" a dire¢do desta tenséo.
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Sabe-se que as tensdes e correntes nos resistores do circuito mostrado na Fig. 5.7
obedecem a lei de Ohm, sendo que uma vez obtidas as correntes ij, iy, 13, iy € is é possivel
obter as tensdes em todos os resistores. Deste modo, pode-se considerar como incégnita as
correntes 1, 1y, 13, 14 € 15 € a tensdo Vg na fonte de corrente, resultando em um total de 6
incdgnitas. Deve-se portanto encontrar 6 equagdes que relacionam estas incdgnitas para que
seja possivel determinar os valores das mesmas. As 3 primeiras equagdes sdo as equagdes
(5.8), (5.9) e (5.10) obtidas a partir da primeira lei de kirchhoff e as 3 dltimas equacdes que
faltam para montar o sistema podem ser obtidas a partir da aplicacdo da segunda lei de
Kirchhoff. Assim, deve-se escolher 3 malhas no circuito mostrado na Fig. 5.7 e aplicar a
segunda lei de Kirchhoff nas mesmas. Serdo escolhidas as malhas constituidas pelos ramos
compreendidos entre os nds 1-5-6-2, 2-6-3 e 1-2-3-4. As malhas escolhidas devem resultar,
apés a aplicacdo da lei de Kirchhoff para as tensdes, em 3 equagdes linearmente
independente.

Aplicando a segunda lei de Kirchhoff na malha 1-5-6-2 obtém-se:

VRZ - VR3 - VR6 + VFI = O (511)

Se a segunda lei de Kirchhoff for aplicada na malha 2-6-3 obtém-se:

VR4 - VFI - VRS = 0 (512)

Analogamente, para a malha 1-2-3-4 obtém-se:

V1 - VRl - VRZ - VR4 = O (513)

Escrevendo as equacdes Vro, Vr3z € Vrs em funcdo das correntes que circulam nos

resistores R, R3 e Rg (utilizando a lei de Ohm) e em seguida substituindo os resultados em

(5.11) obtém-se:

Escrevendo as equacdes Vrs € Vrs em fungdo das correntes que circulam nos

resistores Rs e Rs (utilizando a lei de Ohm) e em seguida substituindo os resultados em (5.12)

obtém-se:
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R4 i4 - VFI - R5 15 = 0 (515)

Utilizando o mesmo procedimento em (5.13) obtém-se:

V1 - R1 il - RZ iz - R4 i4 = O (516)

As equagdes (5.8), (5.9), (5.10), (5.14), (5.15) e (5.16) constituem um sistema de 6
equacdes e 6 incognitas sendo que as incdgnitas sdo as correntes iy, iy, 13, i4 € is € a tensdo Vpy
na fonte de corrente. Manipulando as equac¢Ges mencionadas anteriormente € possivel

escrever as mesmas da seguinte maneira:

i,— i,—is=0 (5.17)
i, — i, = I (5.18)
i;— is = —1I (5.19)
R,i; — (Rs + Rg)is + Vg = 0 (5.20)
R,i, — Rgis — Vg = 0 (5.21)
R, i; + Ryl + Ryiy = V4 (5.22)

Resolvendo o sistema anterior obtém-se:

i = 8,836 A
i, = 8,388 A
iy = 0,448 A
iy =-1,612 A
is = 10,448 A

Vi = -81,194 V

Os sinais negativos de iy € de Vg indicam que as direcdes de i4 e de Vg foram
"chutadas" erroneamente. Deste modo, deve-se inverter as direcdes destas grandezas, no
circuito mostrado na Fig. 5.7, e inverter também o sinal das mesmas. Assim, as correntes i,

ip, 13, i4 € i5 € a tens@o Vp terdo os seguintes valores:

11 =8,836 A
b =8,388 A
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iy = 0,448 A
i, =1,612 A
is = 10,448 A

Vi = 81,194 V

A Fig. 5.8 mostra o circuito 5.2 com as dire¢des de is € de Vg invertidas. Observe que
uma vez que a direcdo de iy foi invertida, a direcdo da tensdo no resistor R4 também deve ser

invertida no circuito.

4 RIZSQ il 13 R3—29 5
L —
2 AA'A
N 1
Vri
VRZ %RQ—IOQ VR6 §R6:4Q
Vr
{ir ~\ A i
— V=120V 21 . : ‘6
10A 5
Via §R4—SQ Vs §R5:7Q

3

Fig. 5.8 - Tensdes e corrente no circuito

Observe, no circuito mostrado na Fig. 5.8 que as duas fontes fornecem poténcia para o
circuito, pois as tensdes e correntes nas mesmas possuem a mesma direcdo. Esta poténcia,
fornecida pelas duas fontes, é absorvida pelos resistores do circuito e convertida em calor.

As tensdes nos resistores podem ser calculadas a partir da lei de Ohm, ou seja:

le = R1 i1 = VRl = 44,179V

Vg = R, i, = Vg, = 83,881V
Vgs = Ry i3 = Vgz = 0,896V
Ves = Ry iy, = Vg, = 8,060V
Vgs = Rg iy = Vgg = 73,134V
Vg = Rg iy = Vgg = 1,791V

A poténcia fornecida ou absorvida por cada um dos bipolos é:

32



Eletricidade: Andlise de circuitos alimentados por fontes constantes

Fonte de tensdo V;
Fonte de corrente I
Resistor R
Resistor R,
Resistor Rj
Resistor R4
Resistor Rs

Resistor Rg

Sérgio Kurokawa

Pyy =V, iy = Py = 1060,3W o0ul,0603kW fornecida

PI = VFIT = PI = 811,940 W
— Py = 390,359 W

PRZ = VRZ i2 = PRZ = 703,596W

Pas = Vis iy = Pgy = 0,401 W
Pra = Vag iy = Ppy = 12,992W
Pas = Vs is = Prs = 764,090 W
Pee = Vg i3 = P = 0,802 W

fornecida
absorvida
absorvida
absorvida
absorvida
absorvida

absorvida

Exercicio 5.1) No circuito mostrado na Fig. 5.9 determine a corrente e a tensdo nos bipolos,

bem como a poténcia fornecida ou consumida pelos mesmos.

Exercicio 5.2) No circuito mostrado na Fig. 5.10 determine a corrente e a tensao nos bipolos,

AAVAVAS
50
R,=12Q
—V,=20V
R;=3Q V,=100V
ANV 1|

Fig. 5.9 - Circuito para o exercicio 5.1

bem como a poténcia fornecida ou consumida pelos mesmos.

V=50V V,=30V

§R2:SQ

1 |
§R1: 10 Q

§R1:4Q

Fig. 5.10 - Circuito para o exercicio 5.2
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Exercicio 5.3) No circuito mostrado na Fig. 5.11 determine a corrente e a tensao nos bipolos,

bem como a poténcia fornecida ou consumida pelos mesmos.

RIZIOQ R3ZSQ

— Vi=00V %RZ:ZOQ @ 1=54

Fig. 5.11 - Circuito para o exercicio 5.3

Exercicio 5.4) No circuito mostrado na Fig. 5.12 sabe-se que a fonte de corrente fornece 500
W para o circuito. Determine o valor da tensdo Vg da fonte de tensdo bem como a polaridade
da mesma. Verifique também se a fonte de tensdo fornece ou absorve poténcia.

R, =10 QR, = R;=10Q

C) Ve §R2:IOQ C‘DI=5A

Fig. 5.12 - Circuito para o exercicio 5.4

Exercicio 5.5) No circuito mostrado na Fig. 5.13 determine a tensdo e a polaridade da fonte

de tensdo Vg e verifique se os bipolos estdo fornecendo ou recebendo poténcia.

%RI:IOQ §R2=SQ §R1=4Q

Fig. 5.13 - Circuito para o exercicio 5.5
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Capitulo 6

Associacao de Resistores em Série e em Paralelo

6.1 - Introducdo
Nesta aula serd mostrado que uma associacdo de resistores pode ser substituido por um
unico resistor. Para que isto seja possivel, serdo mostrados os conceitos de resistores

associados em série e de resistores associados em paralelo.

6.2 - Resistores associados em série
Considere o circuito mostrado na Fig. 6.1, em que uma fonte de tensdo V alimenta n

resistores.
1 R, 2 R, 3 R; 4

VWV . VWV . VVW

\Ahh’ P \NV\I' P o \\,v\/\’:

n+1 n n-1 6

Fig. 6.1 - Circuito com n resistores conectados em série

Aplicando a lei dos n6s (primeira lei de kirchhoff) no circuito mostrado na Fig. 6.1, é
possivel verificar que todos os elementos do circuito sdo percorridos pela mesma corrente i e

cada resistor ficard submetido a uma tensdo conforme mostra a Fig. 6.2.

W
L L o
~—
! A%
RI1 Vxa
Vv
Rn Rn-l
\‘/V\/\’l ° \\/\N\I’ O = °
n+l — n ~—— n-1 6
VRn VRn-l

Fig. 6.2 - Corrente e tensdes em um circuito com n resistores conectados em série
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Aplicando a segunda lei de Kirchhoff no circuito mostrado na Fig. 6.2 obtém-se:

V—Vp — Vo= Vrg— Vgyg — Vg — o= Vgpy — Vgy =0 (6.1)

Aplicando a lei de Ohm em cada um dos resistores do circuito mostrado na Fig. 6.2,

verifica-se que (6.1) pode ser escrita como sendo:

V-R;+ R+ Ry+ R,+ Rg + 4+ R,_; + R)i =0 (6.2)

A equacio (6.2) pode ser escrita na forma:

V = Ryqi (6.3)
sendo:
Req = R1 + RZ + R3 + R4 + RS + A + Rn_1 + Rn (64)

Portanto conclui-se que os n resistores do circuito mostrado na Fig. 6.1 podem ser
substituidos por um tnico resistor Req. Diz-se que os resistores do circuito mostrado na Fig.
6.1 estdo conectados em série. Observe que quando dois ou mais elementos estdo conectados
em série, tais elementos sdo percorridos pela mesma corrente.

O circuito mostrado na Fig. 6.1 pode ser substituido pelo circuito mostrado na Fig. 6.3.

L, 5,
By

Fig. 6.3 - Circuito equivalente ao circuito da Fig. 6.1

O valor do resistor Req € obtido a partir de (6.4).
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6.2 - Resistores associados em paralelo

A Fig. 6.4 mostra n resistores sendo alimentados por uma fonte de tensio V.

1
-V §R1 ng anl an
2

Fig. 6.4 - Circuito com n resistores conectados em paralelo

Aplicando a lei das malhas (segunda lei de Kirchhoff ) no circuito mostrado na Fig. 6.4 verifica-
se que todos os resistores estdo submetidos a mesma tensdo V e serdo percorridos por correntes

conforme mostra a Fig. 6.5.

2
Fig. 6.5 - Correntes e tensdes em um circuito com n resistores conectados em paralelo

Observa-se que o circuito mostrado na Fig. 6.5 possui somente dois nds. Aplicando a lei dos nds

no né 1 do circuito obtém-se:

i: i1 + iz + "'+ in_1 + in (65)

Aplicando a lei de Ohm nos resistores do circuito mostrado na Fig. 6.5 verifica-se que a

(6.5) pode ser escrita como sendo:
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\'% \'% \'%
— =4 —
Req Ri ' R

\ s
o + R (6.6)

A partir de (6.6) obtém-se:

1 1 1
— =+ — 4t
Rq Ri R,

1 1
R + R (6.7)

Portanto conclui-se que os n resistores do circuito mostrado na Fig. 6.4 pode ser
substituido por um unico resistor Req. Diz-se que os resistores do circuito mostrado na Fig. 6.4
estdo conectados em paralelo. Observe que quando dois ou mais elementos estdo conectados
em paralelo, tais elementos estdo submetidos 2 mesma tensao.

O circuito mostrado na Fig. 6.4 pode ser substituido pelo circuito mostrado na Fig. 6.6.

Fig. 6.6 - Circuito equivalente ao circuito da Fig. 6.4

O valor do resistor R4 € obtido a partir de (6.7).

Exemplo 6.1) Determine o resistor equivalente a associacdo de resistores mostrada na Fig.

6.7, "visto" dos pontos A e B.

=

Fig. 6.7 - Associa¢@o em paralelo de n resistores idénticos iguais
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os resistores mostrados na Fig. 6.7 estdo conectados em paralelo. deste modo, o

conjunto de resistores pode ser substituido por um unico resistor R, cujo valor sera dado por:
q

1 1 1 1 1
+ L 6.8)
Req Ry Rz Rn-1 Rn

No circuito mostrado na Fig. 6.7 verifica-se que todos os resistores sdo iguais e

possuem a mesma resisténcia R. deste modo, (6.8) serd escrita como sendo:

S Req = (6.9)

n R
Req R n

Portanto, os resistores do circuito mostrado na Fig. 6.7 podem ser substituido por um

unico resistor de valor R/n, conforme mostra a Fig. 6.8.

A

R/n

B
Fig. 6.8 - Resistor equivalente a n resistores iguais conectados em paralelo

Exemplo 6.2) Determine o resistor equivalente a associacdo de resistores mostrada na Fig.

6.9, "visto" dos pontos A e B.

R] R2

B

Fig. 6.9 - Associagdo de dois resistores em paralelo

O resistor equivalente a associacdo mostrada na Fig. 6.9 é dada por:
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1 1 1

Reqq R1 R

Manipulando (6.10) obtém-se:

R; X R,

R.. =
€q R; + R,

Sérgio Kurokawa

(6.10)

(6.11)

Portanto, os resistores do circuito mostrado na Fig. 6.9 podem ser substituido por um

unico resistor conforme mostra a Fig. 6.10.

Fig. 6.10 - Resistor equivalente a

g Req

B
dois resistores conectados em paralelo

O valor de Ry, mostrado na Fig. 6.10 € calculado a partir de (6.11).

Exemplo 6.3) Determine o resistor equivalente a associacdo de resistores mostrada na Fig.

6.11, "visto" dos pontos A e B.

5Q 1Q 1Q
— W ——WW———WW—
§3Q ngQ §ZQ
7Q 1Q 3Q
° \ L \ / L\ ]
W W— wWwW—i

Fig. 6.11 - Circuito para o exemplo 6.3
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Os resistores de 1 Q, 2 Q e de 3 Q, indicados na Fig. 6.12, estdo conectados em série e

Fig. 6.13.

A 50 C 1Q E P G
. VWV VVW——VWNV—

Fig. 6.12 - Resistores de 1 Q, 2 Q e de 3 Q conectados em série

5Q 1Q
—WW—T—— W
§3Q %129 §6Q
7Q 1Q
e A\ L A L
— W —ww—]

Fig. 6.13 - Circuito equivalente apds a substituicdo dos resistores de 1 Q,2 Q e de 3 Q por um

resistor equivalente de 6 Q

Os resistores de 12 Q e de 6 €, indicados na Fig. 6.14, estdo conectados em paralelo e

resultardo em um unico resistor de 4 € conectado entre os nés E e F conforme mostra a Fig.

6.15.
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5@ 1o | g
. VVWWV VWA
§3Q § glzg geg
7Q 1Q
A L A L
. AVAY Ve 5 AAA v

5Q 1Q
— W= VWAN—
3Q 4Q
70 1Q
o \ L ] \
— W |

Fig. 6.15 - Circuito equivalente apds a substituicdo dos resistores de 12 Q e de 6 Q por um

resistor equivalente de 4 Q

Os dois resistores de 1 Q e o resistor de 4 Q, indicados na Fig. 6.16, estdo conectados
em série e resultardo em um unico resistor de 6 © conectado entre os ndés C e D conforme

mostra a Fig. 6.17.
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Fig. 6.17 - Circuito equivalente apds a substituicao dos resistores de 1 Q e do resistor de 4 Q

por um resistor equivalente de 6

Os resistores de 3 Q e de 6 Q, indicados na Fig. 6.18, estdo conectados em paralelo e

resultardo em um unico resistor de 2 Q conectado entre os nés C e D conforme mostra a Fig.

19,
6.19 . 50

Fig. 6.18 - Resistores de 3 Q e de 6 Q conectados em paralelo
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5Q
A N L C
— VW
2Q
7Q
— MW -
B D

Fig. 6.19 - Circuito equivalente apds a substituicao dos resistores de 3 Q e de 6 Q por um

resistor equivalente de 2 Q

Os resistores de 5 Q, 2 Q e de 7 Q, mostrados na Fig. 6.19, estdo conectados em série e
resultardo em um tnico resistor de 14 Q conectado entre os nés A e B conforme mostra a Fig.
6.20. Portanto o resistor equivalente a associacdo de resistores mostrada na Fig. 6.11 é um

resistor de 14 Q. A

14 Q

B
Fig. 6.20 - Resistor equivalente a associac@o de resistores mostrada na Fig. 6.11

Exercicio 6.1) Determine o resistor equivalente a associagdo de resistores mostrada na Fig.

6.21, "visto" dos pontos A e B.

A 2Q 2Q 10 Q
6Q 6Q
4Q g 60 10
7Q
Ps \NWI \JW\I
B 9Q 2Q

Fig. 6.21 - Circuito para o exercicio 6.1
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Exercicio 6.2) Determine o resistor equivalente a associagdo de resistores mostrada na Fig.

6.22, "visto" dos pontos A e B.

12.Q
4Q

5Q
3Q

6Q2

B‘

Fig. 6.22 - Circuito para o exercicio 6.2
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Capitulo 7

Analise de Malhas e Analise Nodal

7.1 - Introducao

Ja foi verificado em aulas anteriores que as duas leis de Kirchhof, juntamente com a
lei de Ohm, permite obter as correntes e tensdes em quaisquer circuitos. Nesta aula serdo
estudadas duas novas técnicas de andlise de circuitos que sdo a andlise de malhas e a andlise
nodal. Estas duas técnicas nada mais sdo do que as aplicagdes das leis de Kirchhoff de

maneira sistematizada.

7.2 - Andlise de malhas

Esta técnica de andlise de circuitos somente pode ser aplicada em circuitos que sejam
alimentados somente por fontes de tensdao. Para entender a técnica, considere o circuito
mostrado na Fig. 7.1

Rl R3 R5

Fig. 7.1 - Circuito para explicacdo da andlise de malhas

Inicialmente serd dado nome as malhas do circuito mostrado na Fig. 7.1. A Fig. 7.2
mostra o circuito com as malhas j4 identificadas.

Sera definida uma grandeza denominada corrente de malha. A corrente de malha é uma
corrente ficticia que percorre cada uma das malhas sempre no sentido hordrio. Na Fig. 7.3 sdo
mostradas as correntes de malha e na Fig. 7.4 sdo mostradas as tensdes nos resistores em

funcdo das correntes de malha.
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R
-~
— Vn § R
1
malha 1 malha 2 malha 3
Fig. 7.2 - Identificacdo das malhas
Rl R3 R5
R, S
—_ Ry
— VFl Iml Im2 g I
P4 m3
VF2
malha 1 malha 2 malha 3
Fig. 7.3 - Correntes de malha
Rl R5
AAA: JW\/ AAA:
—— ——
R3 Vks
—_— Vg Ve | SR .
P4 m3
malha 1 malha 2 malha 3

Fig. 7.4 - Tensdes nos resistores em funcio das correntes de malha

Verifica-se, no circuito mostrado na Fig. 7.4, que as correntes de malhas L1, Iy € L3
sdo as correntes que percorrem os resistores R;, R, e Rj, respectivamente. As direcdes das
tensdes nos resistores R, e R3 foram adotadas considerando que I;; € maior que I, e que Ly

€ maior que I3.

47



Eletricidade: Andlise de circuitos alimentados por fontes constantes Sérgio Kurokawa

Aplicando a segunda lei de Kirchhoff nas malhas 1, 2 e 3 do circuito mostrado na Fig.

7.4 obtém-se:

Vet = VRi — VRe— VR =0 (7.1)
Ve2+ VRz — VRz3— Vry =0 (7.2)
VRe = Vrs =0 (7.3)

Aplicando a lei de Ohm em cada um dos resistores do circuito mostrado na Fig. 7.4,

verifica-se que (7.1) - (7.3) podem ser escritas como sendo:

Ver — Rilmi — Ry (lml - ImZ) - Vg, =0 (7.4)
Ve + Ry (Im1 — Im2) — Ralpz— Ry(Upz—In3z) =0 (7.5)
R, (lmZ - Im3) — Rglpyz =0 (7.6)

Manipulando (7.4) - (7.6) obtém-se:

(R1 + Rz) Imi — Rylpz— Olps = Vg — Vg, (7.7)
—Rylp1+ (Rz+ Rs+ R Iy — Rylpz = Vg (7.8)

As equacdes (7.7) - (7.9) podem ser escritas, na forma matricial, como sendo:

R; + R, —R; 0 Im1 Ve1 — Vi2
_RZ RZ + R3 + R4 _R4 Imz = VFZ (710)
0 —R, Ry + Rsl L3 0

A equacio (7.10) pode ser escrita, de maneira resumida, como sendo:
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[R] [I;] = [V] (7.11)
sendo:
R1 + RZ _RZ O
[R] = _R2 RZ + R3 + R4 _R4 (712)
0 -R, R, + Rs
Iml
1] = |In2 (7.13)
Im3
Vr1 — V2
[V] = Ve, (7.14)
0

[R] € uma matriz quadrada e simétrica, de ordem n, sendo n a quantidade de malhas do
circuito. A matriz [R] € denominada matriz de resisténcias do circuito e obedece a seguinte

ordem de formacao:

i) Um elemento Ry, genérico corresponde a soma de todas as resisténcias que estdo na
k-ésima malha do circuito;
ii) Um elemento Rjx corresponde a soma de todas as resisténcias (com o sinal trocado)

que estdo na malha j e na malha k simultaneamente;

[V] € um vetor de n linhas e uma coluna, onde um elemento genérico Vi corresponde a
soma de todas as fontes de tensdo que estdo na k-ésima malha do circuito.

[I,] € um vetor com n linhas e uma coluna que contém as correntes de malha do
circuito.

Na equacgdo (7.11) [R] e [V] s@o conhecidos. Para obter o vetor [I,] deve-se pré-

multiplicar (7.11) pela inversa de [R], obtendo-se assim:

[RI7*[R] [I;n] = [R]7*[V] (7.15)

Portanto, o vetor [I] € escrito como sendo:
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[(Im] = [RI71[V] (7.16)

Uma vez obtidas as correntes de malha do circuito, é possivel entdo definir as correntes

em cada um dos resistores. A Fig. 7.5 mostra o circuito com as correntes em todos os

resistores.
R, 1y 13 R; 15 Rs
WIW= = W \WWW—
— 11 —— 114 —
Vri : Vrs Vgs
VRZ R2 b
— Vis §R4
1
VFZ

Fig. 7.5 - Tensdes e correntes nos bipolos do circuito

Comparando as correntes no circuito mostrado na Fig. 7.5 com as correntes de malha

do circuito mostrado na Fig. 7.3 obtém-se:

i = Iy (7.17)
i3 = Iy (7.18)
is = I3 (7.19)
i, = Iny— Img (7.20)
iy = Imz— Ims3 (7.21)

Uma vez calculadas as correntes em todos os ramos € possivel obter as tensdes nos

resistores a partir da lei de Ohm, ou seja:

Vi = Ry (7.22)
Vez = R, 1, (7.23)
Vrz = R3 13 (7.24)
VrRe = Ryiy (7.25)
Vrs = Rsig (7.26)
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Exemplo 7.1) Determine a corrente e a tensdo em cada um dos resistores do circuito mostrado

na Fig. 7.6.

VF1:12V
il
"
~N ~
§R1:29 §R2:IQ
A A
VF4:24V
VWA VWWW—]i
R3:3Q 124:1£2
N N
R5:4Q§ —--—VF3:18V R7:19
/i
V=6V Ry=20Q

Fig. 7.6 - Circuito para o exemplo 7.1

E possivel verificar, no circuito mostrado na Fig. 7.6, a existéncia de trés malhas que
atendem ao método de andlise de malhas. A Fig. 7.7 mostra a identificacdo das trés malhas

com as respectivas correntes de malha.

VFl = 12 A\
il
b |
~ ~
§R1=29 o §R2=IQ
g A
malha 1
VF4:24V
VW WW—|
R; = 3Q R4 =1Q
~ j IS L3 ~
R5:4Q§ —--—VF3:18V R7ZIQ
/I
malha 2 malha 3
VW
V=6V Ry=20Q

Fig. 7.7 - identificacdo das malhas e das correntes de malha no circuito
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A matriz de resisténcias [R], do circuito mostrado na Fig. 7.7 € escrita como sendo:

[R] = —R; R; + Rs 0 (7.27)
_R4 O R4 + R6 + R7
O vetor com as tensdes do circuito € escrito como sendo:
Vi1 + Vs
[VI = | Vg3 + Vi, (7.28)
—Vg3 — VR
O vetor com as correntes de malha do circuito é:
Iml
1] = |Im2 (7.29)
Im3

Substituindo os valores das resisténcias e das fontes de tensdo em (7.27) e (7.28),

respectivamente, obtém-se:

7 -3 -1

[R]:[—S 7 o] (7.30)
-1 0 4
36

[V] = 24] (7.31)
—42

Sabendo que [R] [I,,] = [V] € possivel escrever, a partir de (7.29) - (7.31), o seguinte

sistema de equacdes algébricas.
7 =3 —1][lm1 36
-3 7 0 ||Unz2|=] 24 (7.32)
-1 0 41ly; —42
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Resolvendo o sistema de equagdes algébricas mostrado em (7.32) obtém-se os

seguintes valores para as correntes de malha do circuito:

I = 6,549 A
I =6235 A
I3 =-8,893 A

Uma vez obtidas as correntes de malha, € possivel obter as correntes nos resistores e
nas fontes de tensdo.

Verifica-se, na Fig. 7.7, que a corrente que circula no resistores R, € a prdpria corrente
de malha I,i. Denominando a corrente em R, de i, tem-se entdo que i; = 6,549 A na mesma
direc@o de Imi. Observe que o resistor Ry e a fonte Vi também s@o percorridos por i;.

Em Ry, e na fonte Vg4, circula a corrente de malha I;,; da direita para a esquerda e a
corrente de malha I3 da esquerda para a direita. Deste modo tem-se que em Ry circula
i, = I;y1 — In3 que resulta em i, = 15,412 A da direita para a esquerda.

A corrente que circula no resistor R7 € a propria corrente de malha I3, que circula de
cima para baixo. Denominado a corrente em R; de i3, conclui-se que iz = -8,863 A de cima
para baixo. Uma vez que i3 resultou em um valor negativo deve-se inverter a direcdo e o sinal
da mesma. Entdo, tem-se que i3 = 8,863 de baixo para cima em R;. Observe que o resistor Rg
também ¢é percorrido pela corrente is.

O resistor R3 € percorrido, da direita para a esquerda, pela corrente de malha I, e
também ¢é percorrido, da esquerda para a direita pela corrente de malha Iy». Assim a corrente
que circula em R3, que serd denominada i4, serd iy = I,,; — I . Verifica-se que is = 0,314
A dadireita para a esquerda.

A fonte de tensdo Vg3 € percorrida, de cima para baixo, pela corrente de malha I, e,
de baixo pra cima, pela corrente de malha I,3. Assim a corrente na fonte Vg3, que serd
denominada is, serd escrita como sendo i = I, — I;,3 resultando em is = 15,098 A de cima
para baixo.

A fonte de tensdo Vg, é percorrida somente pela corrente de malha I;;;. Denominando
de i¢ a corrente que percorre a fonte Vg, (e também o resistor Rs) verifica-se entdo que a
corrente nesta fonte € ig = 6,235 A da direita para a esquerda.

A Fig. 7.8 mostra as correntes e tensdes em todos os bipolos do circuito.
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_
N V=12V
>
Vri 31{1:29 Vio R,=1Q
A A
Vi3 Vra lll
Vis=24V
—a iy T ——
— 2\ L
VW WW——
R;=3Q Ry=1Q ib) Ii3
g
~ ~

Rs=40 < | Vg = |Va=18v V| SR=1Q
V=6V . ‘/Vﬁ"\
16
= VW
R(,ZZQ

Fig. 7.8 - Correntes e tensdes no circuito

As tensdes nos resistores, calculadas utilizando a lei de Ohm, sao dadas por:

Vg, = Ryi; = Vg, = 13,098V Vgs = Rgig = Vg = 24,94V
Ve, = Ryiy = Vpy =6,549V Vie = Rgis = Vg =17,726V
Vis = Ryi, = Vgg =0,942V Vg, = R,iy = Vg =8,863V
Ves = Ryi, = Vg, = 15412V

Observe que todos os nds e malhas devem obedecer a primeira e a segunda lei de

Kirchhoff, respectivamente.

54



Eletricidade: Andlise de circuitos alimentados por fontes constantes

Sérgio Kurokawa

Exercicio 7.1) Determine a corrente ¢ a tensdo em cada um dos resistores do circuito

mostrado na Fig. 7.9.

R7ZIQ

Ve =50V R;=5Q
| VWW
~N ~
§R1:29 g R,=1Q
A 1 1
I
II
VFQZISV
N R¢=20Q N
R5:4Q§
4
—|— VF3:80V
[ VW
VF4:24V RXZZQ

Fig. 7.9 - Circuito para o exercicio 7.1

Exercicio 7.2) Determine a corrente ¢ a tensio em cada um dos resistores do circuito

mostrado na Fig. 7.10.

R, =5Q R;=40Q Vi = 120 V
VN VWV I
g VFZZSOV N ~
— Vu =150V J m:zogg RS:SQg

Fig. 7.10 - Circuito para o exercicio 7.2
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7.3 - Andlise nodal
A andlise nodal € uma técnica de anélise de circuitos que somente pode ser aplicada em
circuitos alimentados tinica e exclusivamente por fontes de corrente.

Considere o circuito mostrado na Fig. 7.11.

R;
VW
R2 R5

Fig. 7.11 - Circuito alimentado por duas fontes de corrente

Observa-se que o circuito mostrado na Fig. 7.11 possui 4 nés. Para uma melhor
visualizac@o de todos os nés do circuito, 0 mesmo serd desenhado conforme mostrado na Fig.

7.12.

Fig. 7.12 - Circuito da Fig. 7.11 desenhado de outra maneira

Inicialmente todos os nds do circuito devem ser identificados de modo tal que um dos

nds seja o nod de referéncia e que seja denominado né zero, conforme mostra a Fig. 7.13.
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Fig. 7.13 - Identificag¢@o dos nds do circuito

Em uma préxima tensdo serdo indicadas o potencial (a tens@o) de todos os nds em
relacdo ao nd zero, conforme mostra a Fig. 7.14. Estas tensdes serdo denominadas tensdes de

nos ou potenciais de nos.

Fig. 7.14 - Potenciais de nds

Uma vez identificados os potenciais de nds, deve-se indicar as correntes nos resistores
do circuito. Observe que, devido as direcdes dos potenciais de nds Vy,; e Vyp, as correntes nos
resistores R; e Ry devem possuir direcdes do né 1 para o né zero e do né 2 para o nd zero,
respectivamente. As correntes dos demais resistores podem ser escolhidas aleatoriamente. A

Fig. 7.15 mostra o circuito com as correntes nos resistores.
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Fig. 7.15 - Circuito com as correntes nos resistores

Agora que as direcdes das correntes nos resistores foram indicadas, é possivel indicar
também as direcOes das tensdes nestes elementos. A Fig. 7.16 mostra as tensdes nos

resistores.
VR3

Fig. 7.16 - Circuito com as correntes e tensdes nos resistores

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff nos nés 1, 2 e 3 do circuito mostrado na Fig. 7.16

obtém-se:
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11 = il + iz + i3 (733)
I, = i3+ is (7.35)

Com base na segunda lei de Kirchhoff, as tensdes Vr> , Vr3 € Vrs podem ser escritas

como sendo:

VRz = Vn1 — V2 (7.36)
VRs = Vp1 — Vi3 (7.37)
VRS = VnZ - Vn3 (738)

Utilizando a lei de Ohm, verifica-se que as tensdes Vg2 , Vg3 € Vrs também podem ser

escritas como sendo:

Vey = R, i, (7.39)
Vrzs = R3i3 (7.40)
VRS = R5 15 (741)

Ainda utilizando a lei de Ohm, € possivel escreve as correntes i; € i, como sendo:

i, = VR_f (7.42)
i, = ‘;TZ (7.43)

Igualando (7.36) com (7.39), (7.37) com (7.40) e (7.38) com (7.41) obtém-se:

i, = V%ZVZ (7.44)
iy = V%B‘” (7.45)
i = V%S‘” (7.46)
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Substituindo (7.42) - (7.46) em (7.33) - (7.35) obtém-se:

1 1 1 1 1
(R_l + R_Z + R_3 ) an - R_Z vnz - R_3 Vn3 —_— 11 (747)
1 1 1 1 1
—R—va+(R—Z+R—4+R ) Vaz Vs =0 (7.48)
1 1 1 1
— Vi & Vet (R—3 + R—S)vn3 = -1, (7.49)

Define-se a condutancia como sendo o inverso da resisténcia. Deste modo, a

condutancia de um resistor genérico com resisténcia Ry € escrita como sendo:

G = — (7.50)

A unidade da condutancia é o siemens (S).
Escrevendo as resisténcias das equacdes (7.47) - (7.49) na forma de condutancias, tais

equacdes serdo escritas como sendo:

(G1 + G, + Gj )Vn1 — GV, — GV = 1 (7.47)
- GZ an + (GZ + G4 + G5 )vnz - G5 Vn3 = O (748)
—G3Vp1— Gs Vo + (Gz + Gs) Vi3 = =1, (7.49)

Na forma matricial, (7.47)-(7.49) tornam-se:

G1 + G2 + G3 _GZ _G3 an 11
-G, Gy+Gy+ G —Gs ||V,|= [ 0 ] (7.50)
—G3 —Gs G3 + GsJ1Vps =l

A equacdo (7.50) pode ser escrita, de maneira resumida, como sendo:

[G] [V,] = [1] (7.51)

60



Eletricidade: Andlise de circuitos alimentados por fontes constantes Sérgio Kurokawa

sendo:
Gy + Gy + Gy -G, —G3
[G] = -G, Gy, + G4 + Gg —Gsg (7.52)
_G3 _G5 G3 + G5
vnl
[Vol = [Vn2 (7.53)
Vn3
Iy
[1] = [ 0 ] (7.54)
-1,

[G] é uma matriz quadrada e simétrica, de ordem n sendo n a quantidade de nés do
circuito (com excecdo do né de referéncia). A matriz [G] é denominada matriz de

condutancias do circuito e obedece a seguinte ordem de formagao:

i) Um elemento Gy genérico corresponde a soma de todas as condutincias que estdo
conectadas ao k-ésimo no do circuito;
ii) Um elemento Gj corresponde a soma de todas as condutancias (com o sinal trocado)

conectadas entre os nos j e k;

[I] € um vetor de n linhas e uma coluna, onde um elemento genérico I corresponde a
soma de todas as fontes de corrente que estdo conectadas ao k-ésimo né do circuito.

[Va] € um vetor com n linhas e uma coluna que contém as tensdes de nds, em relacao ao
no de referéncia, do circuito.

Na equacdo (7.51) [G] e [I] s@o conhecidos. Para obter o vetor [V, deve-se pré-

multiplicar (7.11) pela inversa de [G], obtendo-se assim:

[GI*[G] [Va] = [G]7[1] (7.55)

Portanto, o vetor [V,] € escrito como sendo:

[Vol = [G]71] (7.56)
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Uma vez obtidas as tensdes de né do circuito, € possivel entdo calcular as correntes e

tensdes em todos os bipolos do circuito.

Exemplo 7.2) Determine a corrente e a tensdo em cada um dos resistores do circuito mostrado

na Fig. 7.17, utilizando andlise nodal.

Ri=2Q
VW

IL=6A R,=1Q
(D \ L
) VAN

~ N
L=2A
1

Fig. 7.14 - Circuito para o exemplo 7.2

No circuito mostrado na Fig. 7.17 existem 4 nds que serdo identificados na Fig. 7.15.

RIZZQ
W
L[ =6A Ri=1Q 3
1 7\ 2 \ i
L > 9 ®
o VWW/

~ ~
L=2A
(Dz ngzzg R;=2Q gRS:IQ

0
Fig. 7.17 - Identificacdo dos nds
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A préxima etapa consiste em indicar no circuito os potenciais dos nés, conforme mostra

a Fig. 7.18

RIZZQ
VWWA
I[=6A Ri=1Q 3
1 (D 2 \
$ > 4 VWW——3
/
~ ~ ~
Mr=24a
Vv RQZZQ Vn2 R3:29 Vn3 RSZIQ
nl ) S >
@
0

Fig. 7.18 - Indica¢do das tensdes de nds

As conduténcias do circuito mostrado na Fig. 7.18 sdo:

G1:R_1 = G1:O,SS G2:R_2 = GZZO,SS
G3:R13 = G3=05S G4:Ri4 = G,=185
GS:RLS = G, =185

A matriz de condutancias [G] é escrita como sendo:

G1 + G2 _G1 O
[G] = _G1 G1 + G3 + G4 _G4 (757)
O _G4 G4 + G5
O vetor com as tensdes de nds € escrito como sendo:
vnl
[Vl = | Vn2 (7.58)
Vn3

63



Eletricidade: Andlise de circuitos alimentados por fontes constantes Sérgio Kurokawa

O vetor com as fontes de corrente é:

_11_12
m:[ ] ] 759
0

Substituindo os valores numéricos em (7.57) e (7.59) obtém-se:

1 =05 0
[G] = [—0,5 2 —1] (7.60)
0 -1 2
-8
[] = [ 6 ] (7.61)
0

Sabendo que [G] [I,] = [I] é possivel escrever, a partir de (7.58), (7.60) e (7.61), o

seguinte sistema de equagdes algébricas.

1 —0,5 0 ][Vn: -8
-05 2 —1||Vn2[= |6 (7.62)
0 -1 2 11Vy3 0

Resolvendo o sistema de equagdes algébricas mostrado em (7.62) obtém-se os

seguintes valores para as tensdes dos nds:

Vu=-72V (7.63)
V=16V (7.64)
Vi3=08V (7.65)

O sinal negativo na tensdo Vy; significa que a dire¢do da mesma € contréria a dire¢do
indicada na Fig. 7.18. Assim, o sinal de V,;, em (7.63), deve ser invertido e a direcdo da

mesma, na Fig. 7.18, também deve ser invertido. Assim, as tensdes de nds terdo os seguintes

valores:

V=72V (7.66)
V=16V (7.67)
Vi3=08V (7.68)
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A Fig. 7.19 mostra o circuito com suas respectivas tensdes de nés.

R;=2Q
VW
11:6A R4ZIQ 3
1 7\ 2 A\ L
* -, * VWV *

L
0

Fig. 7.19 - Circuito com as respectivas tensoes de nos

Verifica -se, no circuito mostrado na Fig. 7.19, que as tensdes V;i, Vi € Vy3 sdo as
tensdes aplicadas nos resistores Ry, R3 e Rs, respectivamente. Sabendo que em um resistor
(bipolo passivo) a corrente e a tensdo possuem direcdes contrdrias, é possivel determinar a

direcdo das correntes nos resistores R, R3; e Rs. As dire¢des destas correntes sdo mostradas na

Fig. 7.20. R =2Q
VWA
IL=6A R;=1Q
L} S $l AW $
U/ .
. 15
b Ji 1

~ ~
L=2A
G)2 ngzzg v, R;=20Q Vi, §R5:19

g A

0

Fig. 7.20 - Correntes i, i3 € i5 nos resistores R,, R3 e Rs, respectivamente
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As correntes iy, i3 € is, indicadas na Fig. 7.20 podem ser calculadas a partir da lei de

Ohm ou seja:

. \% . 7,2 .

12 = - = 12 = — = 12 = 3,6A
Rz 2

. V . 1,6 .

13 = —nz =13 = — = 13 = O,8A

. \% . 0,8 .

s = -n3 = 1lg = — = 15 = 0,8A

Resta determinar as correntes e tensdes nos resistores Ry e R4. Para determinar tais
correntes e tensdes € possivel utilizar a lei dos nds ou a lei das malhas juntamente com a lei de
Ohm. Neste exemplo as tensdes e correntes em R; e Ry serdo calculadas inicialmente
utilizando as lei dos nés e de Ohm e em seguida tais grandezas serdo obtidas a partir das leis

das malhas e de Ohm sendo que os valores obtidos pelos dois métodos devem ser idénticos.

12 solucdo: Utilizando a lei dos nés e a lei de Ohm
Neste caso, adota-se uma dire¢do aleatdria para as correntes em R; e R4 conforme é

mostrado na Fig. 7.21.

i Ri=2Q

~ ~
L=2A
CDz v §R2:29 V., §R3:29 Vi, gRszlg
nl n. n.

L g
0

Fig. 7.21 - Indicacdo das correntes i; e is nos resistores R; e Ry, respectivamente

Aplicando a lei dos nés no no 1:

iz = 11+ 11+ 12 = il :iz_ 11_ 12 = i1 :_4‘,4‘A
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Aplicando a lei dos nés no né 2:

i1+ 11:i3+ 14:>14:11+ 11_ 13:>14:O,8A

O sinal negativo em i; significa que a dire¢cdo da mesma € contrdria a direcao adotada na
Fig. 7.19. Deve-se entdo trocar o sinal desta corrente (entdo i; = 4,4 A) e inverter a direcdo da
mesma no circuito. Quanto as tensdes nos resistores R; e R4, as mesmas possuem dire¢oes
contrdrias as correntes i; € i € seus valores podem ser obtidos pela lei de Ohm. A Fig. 7.22

mostra as correntes e tensdes nos resistores R e Ry.

il Rl = 2 Q
=W
-~
VRl
Il = 6 A R4 =1Q i4
/) VVVV
-~ 115
le 113 Vig
GD Iz _oA ~ N ~
an g RZZZQ V2 §R3:29 Vi3 gRS:lQ
1 A 1
®
0
Fig. 7.22 - Correntes e tensdes em R; e R4
Aplicando a lei de Ohm nos resistores R; e Ry:
le = R1 il = VRl = 8,8 \% VR4 = R4 i4 = VR4 = O,8V

2% solucdo: Utilizando a lei das malhas e a lei de Ohm
Neste caso, adota-se uma dire¢do aleatdria para as tensdes em R; e R4 conforme é

mostrado na Fig. 7.23.
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Ry=1Q
1‘ 2 NAAA L 3
Tiz 1i3 \V—M/‘ lis

C‘DIZZZA R,=2Q R,=2Q
Vi 2T Vi T Vn3 Rs = 1o

0
Fig. 7.23 - Indicagdo das tensdes em R; e R4

Para determinar as tensdes Vg; € Vg4 no circuito mostrado na Fig. 7.23, aplica-se a lei

das malhas nas malhas constituidas pelos nés 0-1-2 e pelos nds 0-2-3. Deste modo, tem-se:

malha 0-1-2:
—Vn1+ le_Vnzzo = VR1:8,8V

malha 0-2-3:
vnz + VR4 - Vn3 = O = VR4 = _0,8 \

O sinal negativo na tensdo Vg4 significa que a direcdo da mesma € contréria 4 direcio
adotada inicialmente, na Fig. 7.23. Assim, inverte-se o sinal de Vg4 que passara a valer 0,8 V
e troca-se a dire¢do desta tens@o no circuito. Uma vez conhecidas as tensdes Vri € Vrs €
possivel obter as correntes nos resistores R; e R4 a partir da aplicagdo da lei de Ohm nestes

bipolos. A Fig. 7.24 mostra as correntes e tensdes nos resistores R; e Ry.
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il RIZZQ
=W
-
Vri
I[=6A R,=1Q iy
14 N o2 AAAAL——_3
N
V\/ 115
le 113 Via
Ar=24a < <
an RQZZQ Vn2 R3:29 Vn3 RSZIQ
e >

0
Fig. 7.24 - Correntes e tensdes em R; e Ry

Aplicando a lei de Ohm nos resistores R; e Ry:

. . V] .
le = R111 = 11:% = 11:4,4A
1

. . V .
VR4 = R414 = 14:% = 1420,8A
4

Observe que as correntes e tensdes nos resistores Ry e Ry obtidas tanto a partir da 1*
solucdo quanto a partir da 2% solugdo apresentaram os mesmos valores, conforme era
esperado.

A Fig. 7.25 mostra o circuito com as correntes e tensdes em todos os bipolos. Observe,
na Fig. 7.25 que as duas fontes de corrente estdo fornecendo poténcia para o circuito pois a
corrente e a tensdo, nestas fontes, possuem a mesma direcdo. A Fonte de corrente I; estd

submetida a tensdo Vg € a fonte I, esta submetida a tensdo V.
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i Ri=2Q
—VWWV
- A
VRl
L=6A Ry=1Q
14 ) o2 \ L — 3
N
b b
~ ~ ~
@®r-24 - Ry=2Q
v. Ri=2Q 3= Rs=1Q
1
0

Fig. 7.25 - Correntes e tensdes em todos os bipolos

V=72V 1=44A
V=16V =36A
Vi3=08V i3=0,8 A
Vg1 =88V i, =08 A
Vre =08V is=0,8 A

Exercicio 7.3) Determine a corrente ¢ a tensio em cada um dos resistores do circuito

mostrado na Fig. 7.26.

R =30 L=7A
VW ©
R,=1Q
~ R;=2Q
< VW
~ 12210A ~
R4ZSQ§ R5:3Q R(,ZZQ %
] ]
I3:5A
O
S

Fig. 7.26 - Circuito para o exercicio 7.3
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Exercicio 7.4) Determine a corrente ¢ a tensio em cada um dos resistores do circuito

mostrado na Fig. 7.27.

RIZZQ
11:4A P 12:2A
R;=1Q Ry=5Q
R,=18Q -
2 (* I3:1A R(,—ZQ

Fig. 7.27 - Circuito para o exercicio 7.4
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Capitulo 8

Teorema de Thévenin

8.1 - Introdugdo

O teorema de Thévenin € bastante titil quando se deseja calcular a corrente e/ou tensdo
em somente um resistor de um circuito genérico. Este teorema também € de grande utilidade
quando se necessita determinar a corrente e/ou a tensdo em um unico resistor de um circuito,

considerando que tal resistor pode assumir diversos valores.

8.2 - Teorema de Thévenin

O teorema de Thévenin permite substituir um circuito, com exce¢do do resistor
(denominado carga) cuja corrente e tensdo devam ser calculadas, por um circuito equivalente
que contém somente um fonte de tensio (denominada tensao de Thévenin) conectada em série
com uma resisténcia denominada resisténcia de Thévenin. O teorema de Thévenin garante que
a corrente e a tensdo calculadas no circuito original e no circuito equivalente de Thévenin sdo
idénticas.

Para entender o teorema de Thévenin, considere o circuito mostrado na Fig. 8.1 onde ha

um resistor R, situado entre os nés A e B, que serd denominado de carga.

Rl R3 A R4

\Ml - \M[ \M’

R,

B

Fig. 8.1 - Circuito para explicacio do teorema de Thévenin

Considere que seja necessario calcular a corrente e a tensdo (ou a poténcia) na carga.

Sabe-se que estes cilculos podem ser realizados com o auxilio das leis de Kirchhoff e da lei
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de Ohm. No entanto o teorema de Thévenin permite transformar o circuito original em um
circuito bem mais simples, denominado circuito equivalente de Thévenin.
O teorema de Thévenin garante que o circuito mostrado na Fig. 8.1 pode ser substituido

pelo circuito equivalente de Thévenin mostrado na Fig. 8.2

RTH

VW 1A

» B

Fig. 8.2 - Circuito equivalente de Thévenin

Na Fig. 8.2 a fonte de tensao Vry e Ryy sdo, respectivamente, a tensdo de Thévenin e a
resisténcia de Thévenin. Observe que a grande vantagem do teorema de Thévenin é reduzir

um circuito complicado, como o mostrado na Fig. 8.1, em um circuito simples que é mostrado

na Fig. 8.2.

8.2.1 - Calculo da tensdo de Thévenin
A tensdo de Thévenin Vg € a tensdo existente entre os pontos A e B, na Fig. 8.1 sem a

presenca da carga, conforme ilustra a Fig. 8.3.

Rl R3

;hhhl \Ml % \NWI

—

B
Fig. 8.3 - Tensdo de Thévenin no circuito mostrado na Fig. 8.1

Observe, na Fig. 8.3, que a tens@o de Thévenin € a tensdo aplicada no resistor R4. Esta

tensdo pode ser calculada utilizando as leis de Kirchhoff e a lei de Ohm.
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8.2.2 - Célculo da resisténcia de Thévenin

A resisténcia de Thévenin € a resisténcia "enxergada" a partir dos pontos A e B no
circuito mostrado na Fig. 8.1 sem a carga, considerando que todas as fontes de corrente do
circuito estejam abertas e que todas as fontes de tensdo estejam em curto-circuito. A Fig. 8.4
mostra o circuito da Fig. 8.1 sem a carga, com as fontes de corrente em aberto e com as fontes

de tensdo em curto-circuito.

R 1 R3 A R4

R,

A

RTH

B
Fig. 8.4 - Resisténcia de Thévenin no circuito mostrado na Fig. 8.1

Observe que a resisténcia de Thévenin, na Fig. 8.4, consiste da soma de R; e R3 em

paralelo com Ry.

Exemplo 8.1) No circuito mostrado na Fig. 8.5 determine a corrente e a tensdo na resisténcia

R utilizando as leis de Kirchhoff e utilizando o teorema de Thévenin.

R]ZSQ R3:29 A R4:3Q
WAW—T WAIW—— VW
R2:7Q
— Ve=25V R=2Q
IFZSA

B

Fig. 8.5 - Circuito do exemplo 8.1
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Resolucdo do exemplo 8.1 utilizando as leis de kirchhoff:

Escolha da direcd@o das correntes e tensdes no circuito mostrado na Fig. 8.5.

ii R=50Q ¢ b R=20 . R=30
-~ — - -~
Vri \ Vr3 llR Vi
Ve, §R2:7Q
— Vy=25V 7 Vi R=2Q

B

Fig. 8.6 - Escolha das correntes e tensdes no circuito do exemplo 8.1

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff nos nés A e C do circuito mostrado na Fig. 8.6 é

possivel escrever as seguintes equacdes:

i3 - i1 = IF (81)

Utilizando a segunda lei de Kirchhoff, obtém-se:

le + VR3 + VR = VF (83)
VR - VR4 = 0 (84)

Utilizando a lei de Ohm é possivel escrever as equagdes (8.3) e (8.4) em funcdo das

correntes no circuito, fazendo com que tais equacdes sejam escritas como sendo:

Ry, + Rsiz + Rig = Vg (8.5)

As equacgdes (8.1), (8.2), (8.5) e (8.6) constituem um sistema de quatro equagdes

algébricas e quatro incdgnitas (correntes ij, i3, i4 € ir).

Resolvendo este sistema obtém-se i = 3,6585 A.
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A tens@o no resistor R, obtida a partir da aplicacdo da lei de Ohm, possui valor
Vr = 7,3170 V.

Resolucdo do exemplo 8.1 utilizando o teorema de Thévenin:

Retirando a carga do circuito mostrado na Fig. 8.5, verifica-se que a tens@o de Thévenin
deve ser calculada no circuito mostrado na Fig. 8.7.

i Ri=5Q ip R;=2Q A Rs=3Q
—— VWV —— VWV — VWV
~—— - — l ~——
VRl VR3 VR4
VRZ Rz =7 Q
— V=25V Vi
F=5A
B

Fig. 8.7 - Escolha das correntes e tensdes no circuito do exemplo 8.1

Com base na segunda lei de Kirchhoff, conclui-se que a tensdo de Thévenin, no circuito
mostrado na Figura 8.7, € igual a tensao Vga.

Utilizando as leis de Kirchhoff e a lei de Ohm, chega-se 4 conclusdo que Vyy = 15V .
Para obter a resisténcia de Thévenin as fontes Vg e Ir do circuito mostrado na Fig. 5.1
devem ser colocada em curto-circuito e em aberto, respectivamente, conforme mostra a Fig.
8.8.

Ri=5Q

R3:29 R4:3Q
WAW—T

R,=7Q

l

B
Fig. 8.8 - Resisténcia de Thévenin
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A resisténcia de Thévenin, que € a resisténcia "enxergada" a partir dos pontos A € B no

circuito mostrado na Fig. 8.8, é escrita como sendo:

_ RxRy
T Ry +Ry

RTH B Onde RX = R1 + R3 (87)

A partir de (8.7) chega-se que Rty = 2,1 Q.

Entdo, o circuito equivalente de Thévenin, para o circuito mostrado na Fig. 8.5, é o

circuito mostrado na Fig. 8.9. Ry=2,1Q

AAA2 » A

— VTHZISV

e B
Fig. 8.9 - Circuito equivalente de Thévenin para o circuito mostrado na Fig. 8.5

Calculando a corrente e a tensdo no resistor R, no circuito mostrado na Fig. 8.9, obtém-
se os mesmos valores que foram obtidos quando tais valores foram calculados a partir das leis

de Kirchhoff.

A Fig. 8.10 mostra a corrente e a tensdo no resistor R, que foram obtidas a partir do

circuito mostrado na Fig. 8.9.

Rmu=2,1Q
VWA 4
1iR=3,6585A
— Vm=15V R=2Q Vr=7,3170 V
2

Fig. 8.10 - Correntes e tensdes no resistor R, no circuito mostrado na Fig. 8.5, obtidas a partir

do teorema de Thévenin

Observe que Vru e Rry, no circuito equivalente de Thévenin, sio valores tnicos
independentemente do valor assumido pela carga (no caso do exemplo 1, a carga € o resistor
R). Portanto, o teorema de Thévenin € bastante ttil quando se deseja calcular o valor da

corrente e da tensdo em uma carga em um circuito, considerando que tal carga pode assumir

diversos valores no circuito.
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Exercicio 8.1) Calcule a corrente e a tensdo no resistor Ry, no circuito mostrado na Fig. 8.11,

utilizando analise de malhas e utilizando o teorema de Thévenin.

Vg =12V
A 1l B
|
Ri=2Q R,=1Q
g A
E VF4:24V
F——— WAWV——— s\ WW———— ¢
R3:3Q 124:1£2
~ ~N
R5:4Q —--—VF3:18V R7ZIQ
. I WWA
I H Re=2Q

V=6V
Fig. 8.11 - Circuito do exercicio 8.1

Exercicio 8.2) Repita o exercicio 8.1, considerando agora que a carga € o resistor Ra.

Exercicio 8.3) Determine o circuito equivalente de Thévenin para o circuito mostrado na Fig.
8.12, considerando que a carga neste circuito é o resistor R4. Em seguida, utilizando o circuito

equivalente de Thévenin, determine a corrente e a tensio na carga.
R;=10Q R;=5Q A Rs=4Q
\

R2:7Q N
- Vi =30V §R4:129

VFQ = 45 \'%

B
Fig. 8.12 - Circuito do exercicio 8.3

Exercicio 8.4) Repita o exercicio 8.3, considerando agora que a resisténcia do resistor Ry é 7

Q.
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Capitulo 9

Teorema da Superposicao

9.1 - Introducéao
E possivel verificar que em todos os circuitos que foram analisados até o presente
momento sdo sistemas lineares. Deste modo € possivel utilizar o principio da superposi¢do

para calcular as correntes e tensdes que sdo alimentados por mais de uma fonte.

9.2 - Teorema da superposicio

O principio da superposicdo estabelece que a resposta (a corrente e/ou a tensdo) em
qualquer parte de um circuito linear que tenha mais de uma fonte independente pode ser
obtida a partir da soma das respostas originadas pela acido de cada fonte independente agindo
sozinha.

Assim o teorema da superposi¢do garante que em qualquer circuito, que contenha mais
de uma fonte, a corrente ou a tensdo pode ser obtida somando-se algebricamente todas as
corrente ou tensdes causadas pela acdo individual de cada fonte, que exista no circuito, sendo
todas as outras fontes de tensdo substituidas por curto-circuitos e as fontes de corrente
substituidas por circuitos abertos.

Para entender o teorema da superposi¢do, considere o circuito mostrado na Fig. 9.1 onde
se deseja calcular a tensdo e/ou a corrente no resistor Rs , situado entre os nés A e B do

circuito.

OF

B

Fig. 9.1 - Circuito para explicacdo do teorema da superposicao
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Verifica-se que o circuito mostrado na Fig. 9.1 é alimentado por duas fontes. Para
calcular a tensdo e a corrente no resistor Rs calcula-se a corrente e a tensdo em Rs devido a
cada uma das fontes individualmente e, em seguida, soma-se os efeitos devido a cada uma das

fontes.

9.2.1 - Efeito da fonte de tensdo Vr

Para calcular a tensdo e a corrente em Rs devido a fonte de tensdo Vg, deve-se abrir a
fonte de corrente. Abrindo a fonte de corrente, no circuito mostrado na Fig. 9.1, obtém-se o

circuito mostrado na Fig. 9.2

R, R, A R,
R, b
—_ Vv Rs
1
|
B

Fig. 9.2 - Circuito sem a fonte Ip

Em seguida calcula-se a corrente e a tensdo em Rs no circuito mostrado na Fig. 9.2.
Observe que ndo havera corrente circulando em R; e, consequentemente, a tensdao sobre este
elemento € nula e o0 mesmo pode ser retirado do circuito. Na Fig. 9.3 sdo mostrados a corrente

e a tensdo em Rs devido a fonte V.

Rl R2 A R4

\JMI \JMI \MJ

B
Fig. 9.3 - Corrente e tensdo em Rs devido a fonte de tensdo Vg
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A tensdo e a corrente em Rs podem ser obtidas utilizando qualquer um dos métodos

estudados (leis de Kirchhoff, analise de malhas ou teorema de Thévenin).

9.2.2 - Efeito da fonte de corrente Ig

O efeito da fonte de corrente Iy no resistor Rs € obtida apds a retirada das demais fontes
(no caso, somente Vg) do circuito. Uma vez que Vg € uma fonte de tensdo, deve-se curto-

circuitar a mesma conforme mostra a Fig. 9.4.

Rl R3 A R4

\NWI - \JVWI & \Ml

R,
Rs

B

Fig. 9.4 - Circuito sem a fonte Vr

A préxima etapa consiste em calcular a corrente e a tensdo sobre o resistor Rs no
circuito mostrado na Fig. 9.4.

A Fig. 9.5 mostra a tensdo e a corrente em Rs, devido somente a fonte Ip.

R, R; A R4

\Ml - \NWI o \M[

Ry
V" R5

Ir

B
Fig. 9.5 - Corrente e tensdo em Rs devido a fonte de corrente Ip

A tensdo e a corrente em Rs podem ser obtidas utilizando qualquer um dos métodos

estudados (leis de Kirchhoff, analise nodal ou teorema de Thévenin).
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9.2.3 - Superposicio dos efeitos das fontes

Para obter a corrente e a tensdo no resistor Rs deve-se fazer a superposicao dos efeitos
ou seja, a corrente total no resistor é igual 4 soma das correntes devido a cada uma das fontes
individuais e a tensdo no resistor é igual a soma das tensdes devido 4 cada uma das fontes

presentes no circuito. Deste modo, obtém-se:

i=i+1" ©.1)
V=V +V" 9.2)

Nas equagdes (9.1) e (9.2) i e V sdo, respectivamente, a corrente e a tensao no resistor

Rs, no circuito mostrado na Fig. 9.1.

Exemplo 9.1) Utilize o teorema da superposi¢cdo para determinar, no circuito mostrado na

Fig. 9.6, a tensdo V¢ sobre o resistor Re.

R, =40 Ve=12V R,=20 R,=3Q
A\ L

VW | WA VW

—— V,=64V gmzng §R5:69 (D =24y, §R6:IQ

Fig. 9.6 - Circuito do exemplo 9.1

Para calcular a contribuicdo da fonte de tensdo V,; para tensdo sobre o resistor Rg €
necessario abrir a fonte de corrente e colocar a fonte de tensdo V, em curto-circuito, conforme

mostra a Fig. 9.7.

82



Eletricidade: Andlise de circuitos alimentados por fontes constantes Sérgio Kurokawa

R1:4Q Rzzzg R3:3Q

— V=64V gmzlzg § Rs=6Q v gRﬁ:lQ
>

e 1

Fig. 9.7 - Contribuicdo da fonte de tensdo V, para a tensdo sobre R¢

Na Fig. 9.7 V' é a tensdo sobre R¢ devido a contribuicio da fonte de tensdo Vi.
Utilizando as Leis de Kirchhof, analise de malhas ou o teorema de Thévenin obtém-se V'= 4
V.

Para calcular a contribuicdo da fonte de tensdo V, para a tensio sobre Rs deve-se abrir a

fonte de corrente e colocar a fonte de tensdo V| em curto-circuito, conforme mostra a Fig. 9.8.

Ri=40Q V2|: R,=2Q Ry=30Q
VWV 1 VWV VWA
R4=129 §R5:6Q A\Al gRsZIQ
1 ,’

Fig. 9.8 - Contribuicdo da fonte de tensdo V, para a tensdo sobre R¢

Na Fig. 9.8 V" € a tensdo sobre R¢ devido a contribui¢do da fonte de tensdo V.
Utilizando as Leis de Kirchhof, analise de malhas ou o teorema de Thévenin obtém-se V"= -1
V.

Para obter a contribuicdo da fonte de corrente para a tensdo sobre Rg € necessdrio

colocar as fontes de tensdao V; e V, em curto-circuito, conforme mostra a Fig. 9.9.
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R;=4Q R,=20Q R;=3Q
VWV VWV VWV
N ~

R,=12Q g Rs=6Q (DI:ZA v gR(’:lQ
1 1

Fig. 9.9 - Contribuicdo da fonte de corrente para a tensio sobre Rg

Na Fig. 9.9 V" ¢é a tensdo sobre Rg devido a contribui¢do da fonte de corrente.
Utilizando as Leis de Kirchhof, analise nodal ou o teorema de Thévenin obtém-se V'=1 V.

De acordo com o teorema da superposicdo, a tensdo sobre o resistor Rg, no circuito
mostrado na Fig. 9.6, € igual a soma das tensdes V', V" e V"' Portanto obtém-se Vg =4 V.

Para certificar-se da validade do teorema da superposicao calcule a tensdo Vg, na Fig.

9.6, utilizando as Leis de Kirchhoff.

Exercicio 9.1) Determine, nos circuitos mostrados em seguida, a tensdo V, utilizando o

teorema da superposicao.

a) 6Q 40

Resposta: Vo =-8 V

40 S
— 36V Vo g 80

— 48V
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b)
3Q 4Q

Resposta: Vo=4V

— 36V O \z 20

c) VVW—
Resposta: Vo =15V
30 3A

b 6Q
—— 36V 6Q 12Q Vo >

d)

Resposta: Vy=-12V

—_ 12V

Vo
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e)

- 12V

6Q 6Q
6 A
-
O/

6Q 6Q

Vo

~

S

~

Sérgio Kurokawa

Resposta: Vo =24V
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Capitulo 10

Teorema da Maxima Transferéncia de Poténcia

10.1 - Introdugdo

O teorema da médxima transferéncia permite determinar qual é a méxima poténcia que

um circuito pode transferir para uma carga.

10.2 - Poténcia transferida, por um circuito, para uma carga
Considere um circuito genérico que alimenta uma carga. No capitulo 8 foi mostrado
que um circuito genérico pode ser representado por um circuito equivalente de Thévenin do

tipo mostrado na Fig. 10.1.

| Ry
— VVWA
-~
Vi

— Vm Vi % R,

Fig. 10.1 - Circuito equivalente de Thévenin alimentando uma carga resistiva Ry

Na Fig. 10.1 Vty € a tens@o de Thévenin do circuito, Rty € a resisténcia equivalente de

Thévenin e o resistor R, € a carga resistiva do circuito.

No circuito equivalente de Thévenin a corrente I faz com que o resistor Ryy e a carga
(resistor Ry) fiquem sujeitos as tensdes Vrry € V1, respectivamente.

Aplicando a segunda lei de Kirchhoff no circuito mostrado na Fig. 10.1 tém-se:

VTH - (RTH + RL) I = O (101)

De (10.1) obtém-se que a corrente I no circuito é escrita como sendo:

[= YT (10.2)

RTH+RL
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Com base na lei de Ohm verifica-se que a tensdo Vi, na carga é dada por:

Substituindo (10.2) em (10.3) obtém-se:

VL= ——= V4 (10.4)

A poténcia P consumida pela carga Ry. € escrita como sendo:

Substituindo (10.2) e (10.4) em (10.5), verifica-se que a poténcia fornecida para a
carga ¢ funcdo de sua resisténcia Ry, (considerando que as fontes e as demais resisténcias do

circuito sao constantes) e é escrita como sendo:

RL

_ 2
PL= Vmn (Rta+RL)?

(10.6)

A partir de (10.6) verifica-se que o grafico da poténcia fornecida para a carga em

funcdo da resisténcia da carga possui o aspecto mostrado na Fig. 10.2.

PLmax

Fig. 10.2 - Poténcia fornecida para a carga em funcdo de sua resisténcia Ry
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A Fig. 10.2 mostra que existe um valor da resisténcia da carga Ry para o qual a

poténcia fornecida para esta carga é maxima.

10.3 - Méaxima poténcia transferida para uma carga

Para determinar o médximo valor de poténcia que € transferida para uma carga, bem
como o valor da resisténcia da carga para que ocorra a maxima transferéncia de poténcia,
deve-se calcular o ponto de méximo da fungdo descrita em (10.6).

Derivando (10.6) em relacdo a Ry obtém-se:

dPy _ Vru? (Rru+Ru)? - 2 (Rru+R) Vru 2Ry, (10.7)
dRp (RTa+Rp)* ’

No ponto de miaximo de uma fungdo a sua derivada deve ser nula. Deste modo,

fazendo (10.7) igual a zero obtém-se:
Viu® Ry + Rp)? =2 (Rpy +R) Ve 2R = 0 (10.8)

A partir de (10.8) obtém-se:
RL = RTH (109)

A equacdo (10.9) mostra que para que uma carga receba a méaxima poténcia do
circuito, ao qual ela estd conectada, a mesma deve ter uma resisténcia igual a resisténcia de
Thévenin do circuito.

Para determinar a mdxima poténcia que o circuito consegue fornecer para a carga,

deve-se substituir (10.9) em (10.6) obtendo -se entao:

2
Vry

(10.10)

l:)Lmax =

Em (10.10) Prmax € 0 valor da mdxima poténcia transferida para a carga e este valor é
obtido quando a resisténcia da carga € igual a Rry. Nestas condi¢cdes, verifica-se que metade
da poténcia fornecida pela fonte vai para a carga Rp e metade é dissipada nos demais
resistores do circuito. Portanto, quando um circuito estd operando na condicdo de méxima
transferéncia de poténcia o rendimento do mesmo serd 50%.
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Exemplo 10.1) No circuito mostrado na Fig. 10.2 determine o valor da resisténcia R da carga
de modo que ocorra a méxima transferéncia de poténcia para a mesma. Determine também o

valor da maxima poténcia que pode ser transferida para a carga.

6Q 40
carga ~
— 36V g 80
1
— 48V

Fig. 10.2 - Circuito do exemplo 10.1

Inicialmente deve ser obtido o circuito equivalente de Thévenin para o circuito
mostrado na Fig. 10.2, que é constituido por uma fonte de tensdo (tensdo de Thévenin), pela
resisténcia de Thévenin e pela carga, sendo que todos estes bipolos estdo conectados em série.

Para obter a tensdo de Thévenin, € necessdrio retirar a carga do circuito e em seguida
calcular a tensdo entre os pontos nos quais a carga estava conectada. Retirando a carga do

circuito mostrado na Fig. 10.2 obtém-se o circuito mostrado na Fig. 10.3.

6Q 4Q
MWW VWA

~

Vi
Q
—_ 36V g 8
-|_ b

— 48V

Fig. 10.3 - Circuito para o célculo da tensdo de Thévenin

A partir do circuito mostrado na Fig. 10.3 obtém-se Vrg=72 V.
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A resisténcia de Thévenin é obtida retirando-se a carga e anulando-se as fontes do
circuito (as fontes de tensdo devem-se ser colocadas em curto-circuito) conforme mostra a

Fig. 10.4.

Fig. 10.4 - Circuito para o célculo da resisténcia de Thévenin

Calculando a resisténcia de Thévenin, que € a resisténcia entre os pontos A e B do
circuito mostrado na Fig. 10.4, obtém-se Rty =4 Q.

A Fig. 10.5 mostra o circuito equivalente de Thévenin para o circuito mostrado na Fig.
10.2.

RTH:4Q

—_ Vm=72V carga

Fig. 10.5 - Circuito equivalente de Thévenin

Sabe-se que para que a carga receba a maxima poténcia do circuito, a resisténcia da
mesma mesma deve ser igual a resisténcia de Thévenin do circuito. Deste modo conclui-se
que a carga do circuito mostrado na Fig. 10.2 deve ter uma resisténcia R = 4 ), valor este que
garante que tal carga receberd a mdxima poténcia do circuito. Nestas condicdes, verifica-se
que a carga recebe uma poténcia igual a 324 W, valor este que pode ser obtido da equacdo

(10.10) ou a partir do circuito mostrado na Fig. 10.5.
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Exercicios) Nos circuito mostrado em seguida, determine o valor da resisténcia R da carga de
modo que ocorra a maxima transferéncia de poténcia para a mesma. Determine também o

valor da maxima poténcia que pode ser transferida para a carga.

6Q
‘ h h h L
a) Resposta:
carga: R=3Q
Pmax =3W
—_ 12V g carga
1
2Q
b) ‘
VA YA AY S— Resposta:
carga: R=20Q
Prax = 60,5 W
\ L TR
VWV o)
- 6Q
—_ 36V Carga 12Q
1 A
6Q
L
c) —VV\W/ Resposta:
carga: R=8,4Q
Poax = 24,6857 W
6Q 6Q J
6A
— v ) 6Q
U/ g
carga 6 Q
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d)

R, =4Q

‘hhnl

—_ V=64V § carga

RZZZQ
A

R3:3Q

Sérgio Kurokawa

Resposta:
carga: R=1,7143 Q

VWV

) I=2A

Ppax =195,0476 W

~

§R5:IQ
>

~

e)

I=2 A Resposta:
\R1:4Q ~ Fz=29 133:39' carga: R=20Q
VWV . VWV VWV Poax =32 W
1 T V.=12V Rs=1Q
— V=64V §R4:6Q gcarga 2 g" 5
1 ~1
Carga
—VWV— Resposta:
carga: R=6Q
Puaw =13,5W
30 3A
L T
VWV .

36V

6 Q

\
v
\

Son
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Capitulo 11

Teorema da Transformacao de Fontes

11.1 - Introdugdo
O teorema da transformacdo de fontes garante que uma fonte de tensdo ndo ideal pode
ser transformada em uma fonte de corrente nio ideal. O contrdrio também é verdadeiro ou

seja, uma fonte de corrente ndo ideal pode ser transformada em uma fonte de tensdo ndo ideal.

11.2 - Fonte de tensdo nao ideal

Nos capitulos iniciais foi dito que uma fonte de tensdo, com uma tensdo nominal V,
fornece uma tensdo Vy em seus terminais independentemente da carga conectada entre os
mesmos. Esta descri¢do, no entanto, somente é valida para fontes de tensio ideais.

Uma fonte de tensdo real é constituida de uma fonte de tensdo ideal conectada em
série com uma resisténcia (denominada resisténcia interna da fonte de tensao). A Fig. 11.1
mostra uma fonte de tensdo real de tensdo nominal V, com uma resisténcia interna R,

alimentando uma carga R.

Fonte de tensdo real

e e /

I R,
—
VVWA
~—
\"

Vr gR

-

Fig. 11.1 — Fonte de tensdo alimentando uma carga resistiva
Utilizando a lei de Ohm, juntamente com a segunda lei de Kirchhoff, verifica-se que a

tensdo Vg nos terminais da fonte, quando a mesma alimenta uma resisténcia R, € escrita como

sendo:
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R
Ry+R

Vg = (11.1)

A expressdo (11.1) mostra que a tensdo na carga, que € alimentada por uma fonte de

tensdo real, depende da resisténcia desta carga.

11.3 - Fonte de corrente ndo ideal

Uma fonte de corrente ideal foi definida, nos capitulos anteriores, como sendo um
dispositivo capaz de fornecer uma corrente Iy em seus terminais independentemente da carga
conectada entre os mesmos. No entanto, uma fonte de corrente ideal ndo existe, sendo que
uma fonte de corrente real é constituida de uma fonte de corrente ideal conectada em paralelo
com uma resisténcia denominada resisténcia interna da fonte de corrente. A Fig. 11.2 mostra

uma fonte de corrente real de corrente nominal I, com uma resisténcia interna R;, alimentando

/ Fonte de corrente real
p

uma carga R.

R;

TR
/

Fig. 11.2 — Fonte de corrente alimentando uma carga resistiva

Utilizando a lei de Ohm, juntamente com a primeira lei de Kirchhoff, verifica-se que a

corrente Ir nos terminais da fonte, quando a mesma alimenta uma resisténcia R, é escrita

como sendo:
_ R
Ig = Rk I (11.2)

A expressdo (11.2) mostra que a corrente na carga, que ¢ alimentada por uma fonte de

corrente real, € fun¢do da resisténcia R desta carga.
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11.4 — Teorema da transformacéo de fontes

O teorema da transformacdo de fontes diz que uma fonte de corrente pode ser
substituida por uma fonte de tensdo, sem que a corrente e a tensdo na carga sejam alteradas.
Do mesmo modo, uma fonte de tensdao pode ser transformada em uma fonte de corrente sem
que a corrente e a tensdo na carga sofram alteragdes.

Considere entdo que uma carga, com resisténcia R, que € alimentada por uma fonte de

tensdo conforme mostra a Fig. 11.3.

f o o e / Fonte de tensdo

Fig. 11.3 — Carga R alimentada por uma fonte de tensio

O teorema da transformac@o de fontes diz que a fonte de tensdo mostrada na Fig. 11.3
pode ser substituida por uma fonte de corrente sem que a corrente € a tensdo na carga seja
alterada. Transformando a fonte de tensdo em uma fonte de corrente obtém-se o circuito

mostrado na Fig. 11.4.

/ Fonte de corrente

Fig. 11.4 — Carga R alimentada por uma fonte de corrente
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Agora, é necessdrio determinar as relagdes entre V, R, I e Rj, nos circuitos mostrados
nas Figs. 11.3 e 11.4, de modo que a carga R esteja submetida 2 mesma tensdo e a mesma
corrente.

Aplicando a segunda lei de Kirchhoff e a lei de Ohm no circuito mostrado na Fig. 11.3

obtém-se:
_V_W
Ig = TR (11.3)

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff e a lei de Ohm no circuito mostrado na Fig. 11.4

obtém-se:

IRZI_R—i (11.4)

Comparando (11.3) e (11.4) obtém-se as seguintes relacdes entre V, Ry, [ e Ry:

[=— (11.5)

R, =R, (11.6)

Conclui-se entdo que uma fonte de tensdo, com tensdo nominal V e com resisténcia
interna Ry, pode ser substituida por uma fonte de corrente com corrente nominal dada por
11.5. Esta fonte de corrente deve ter uma resisténcia interna igual a resisténcia interna da
fonte de tensdo. Deste modo, a carga estard submetida a tensdo Vg e a corrente Ig
independentemente de ser alimentada pela fonte de tensdo ou pela fonte de corrente.

Se as fontes mostradas nas Figs. 11.3 e 11.4 obedecerem (11.5) e (11.6) diz-se que tais

fontes sdo equivalentes.

Exemplo 11.1) Determine a fonte de corrente equivalente a fonte de tensdo mostrada na Fig.

11.5.
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“— 10 volts

Fig. 11.5 — Fonte de tensdo

E possivel verificar, no circuito mostrado na Fig. 11.5, que a tensdo nominal da fonte
de tensdo é V =5 volts e que a resisténcia interna da fonte € R, = 2 Q. Substituindo V e R, em
(11.5) e (11.6) obtém-se I =5 A e Ry = 2 Q. A Fig. 11.6 mostra a fonte de corrente

equivalente.

® sa 20

B

Fig. 11.6 — Fonte de corrente equivalente a fonte de tensdo mostrada na Fig. 11.5

Exemplo 11.2) Utilizando as fontes mostradas nas Figs. 11.5 e 11.6 faca os itens descritos em
seguida.
a) Determine a corrente e a tensdo em uma resisténcia R = 10 Q conectada entre os
pontos A e B da fonte de tensdo;
b) Determine a corrente € a tensdo em uma resisténcia R = 10 € conectada entre os
pontos A e B da fonte de corrente;
¢) Determine a corrente e a tensdo na resisténcia interna da fonte de tensdo quando a
mesma alimenta a resisténcia R = 10 Q;
d) Determine a corrente e a tensdo na resisténcia interna da fonte de corrente quando a

mesma alimenta a resisténcia R = 10 Q;
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Item a: Conectando a resisténcia R = 10 Q entre os pontos A e B da fonte de tensdo verifica-

se que esta resisténcia estard submetida a uma tensdo igual a 8,333 volts e a uma corrente

igual a 0,833 A.

Item B: Conectando a resisténcia R = 10 Q entre os pontos A e B da fonte de corrente
verifica-se que esta resisténcia estard submetida a uma tensdo igual a 8,333 volts e a uma

corrente igual a 0,833 A.

Item C: A tensdo na resisténcia interna da fonte de tensdo é 1,667 volts enquanto que a

corrente na mesma € 0,833 A.

Item D: A tensdo na resisténcia interna da fonte de corrente é 8,33 volts enquanto que a

corrente na mesma € 4,167 A.

Conclui-se que as duas fontes fornecem a mesma corrente € a mesma tensdo para a
carga.

Observe-que o teorema da transformagado de fontes garante que a tensdo e a corrente
na carga ndo se alteram. No entanto, tal teorema ndo pode ser aplicado na resisténcia interna
da fonte. Verifica-se que na fonte de tensdo a resisténcia interna fica submetida a 1,667 volts e
a 0,833 A enquanto que na fonte de corrente a resisténcia interna fica submetida a 8,33 volts e

a4,167 A.

Exemplo 11.3) Determine a fonte de tensdo equivalente a fonte de corrente mostrada na Fig.

11.7.

~

@® 154 gsg

~

Fig. 11.7 — Fonte de corrente
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E possivel verificar, no circuito mostrado na Fig. 11.7, que a corrente nominal da fonte
de corrente € I = 15 A e que a resisténcia interna da fonte é R; = 5 Q. Substituindo R; em
(11.6) obtém-se R, = 5 Q e, substituindo I e Ry em (11.6) obtém-se V=75 V. A Fig. 11.8

mostra a fonte de tensdo equivalente.

“—=_ 75 volts

B

Fig. 11.8 — Fonte de tensdo equivalente a fonte de corrente mostrada na Fig. 11.7

E possivel comprovar que uma carga com uma dada resisténcia R estard submetida a
uma tensdo Vg e a uma corrente I caso seja alimentada pela fonte mostrada na Fig. 11.7. Esta
carga estard submetida 2 mesma tensdo Vg € a mesma corrente Ir caso seja alimentada pela

fonte mostrada na Fig. 11.8 (esta afirmacdo serd deixada para vocé comprovar).

11.5 — Circuitos alimentados por fontes de tensdo e fontes de corrente

O teorema da transformacdo de fontes € bastante util quando € necessirio obter as
correntes e tensdes em um circuito alimentado por mais de uma fonte. Nestas situagdes, caso
o circuito seja alimentado por fontes de tensdes e de correntes, € possivel converter as fontes e
obter um circuito com somente um tipo de fonte (de tensdo ou de corrente) e, em seguida,
aplicar andlise de malhas (caso o circuito tenha somente fontes de tensdo) ou andlise nodal
(caso o circuito tenha somente fontes de corrente). Como exemplo considere o circuito
mostrado na Fig. 11.9, que ¢é alimentado por uma fonte ideal de tensdo V e por uma fonte
ideal de corrente L.

As correntes e tensdes no circuito mostrado na Fig. 11.9 ndao podem ser obtidas com
andlise modal ou andlise de malhas, pois estas técnicas somente podem ser aplicadas em
circuitos alimentados com somente um tipo de fonte. Deste modo, as correntes e tensdes no

circuito devem ser obtidas partir da utilizagdo das leis de Kirchhoff e da lei de Ohm.
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Fonte de tensio ideal Fonte de corrente ideal

R, R; Rs

2 $. 5 O

Fig. 11.9 — Circuito alimentado por fontes de tensdo e de corrente

No entanto, o conjunto fonte de corrente ideal/Resistor Rg pode ser considerado uma

fonte de corrente real, conforme mostra a Fig. 11.10.

Fonte de tensao ideal Fonte de corrente real

R, R; Rs I nRREE TR T PR
1

L TV R, R,

Fig. 11.10 — Circuito com fonte de corrente real

Na Fig. 11.10 a fonte de corrente real pode ser transformada em uma fonte de tensio

real conforme mostra a Fig. 11.11.
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Fonte de tensdo real

R] R3 R5 R6
== R, R, Ve=Rel

Fonte de tensdo
ideal

Fig. 11.11 — Circuito da Fig. 11.9 considerando que a fonte de corrente foi transformada em

uma fonte de tensao

As correntes e tensdes no circuito mostrado na Fig. 11.11 podem ser facilmente obtidas a
partir do uso da andlise de malhas. As correntes e tensdes em todos os resistores (exceto no
resistor Rg, que se tornou a resisténcia interna da fonte de tensdo real) podem ser calculadas
no circuito mostrado na Fig.11.11. As correntes e tensdes em Rg, € nos bipolos ndo
mencionados anteriormente, devem ser calculadas diretamente no circuito original mostrado
na Fig. 11.9.

Outra opg¢do para obter facilmente as correntes e tensdes no circuito mostrado na Fig.
11.9 consiste em transformar o conjunto fonte de tensdo ideal/resistor R; em uma fonte de

corrente real, conforme mostra a Fig.11.12.

Fonte de corrente real Fonte de corrente ideal

T
i
<
z
WW
~
&
WW
7
WW/
&
o
N

Fig. 11.12 — Circuito da Fig. 11.9 considerando que a fonte de tensdo foi transformada em

uma fonte de corrente
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Utilizando andlise modal é possivel obter as correntes e tensdes em todos os resistores

no circuito mostrado na Fig. 11.12, exceto em R; que se comporta como a resisténcia interna

da fonte de corrente real. As correntes e tensdes em R;, bem como nos demais bipolos ndo

mencionados anteriormente, devem ser calculadas no circuito original mostrado na Fig. 11.9.

Exemplo 11.4) Determine, transformando a fonte de corrente em uma fonte de tensdo, as

correntes e tensdes em todos os bipolos do circuito mostrado na Fig. 11.9.

Dados: V=100 Volts; I=10 A; Ri =5 Q; Ry =3 Q; R3=4 Q; Ry =7TQ; Rs =12 Q; Rg =4

Q;

A Fig. 11.13 mostra todas as correntes e tensdes no circuito.

V1 l V3 Vs LI 6
L L

— 100V Vv, < ng

§R6

D 10A

Fig. 11.13 — Indicagdo das correntes e tensdes em todos os bipolos do circuito mostrado na

Fig. 11.9

Convertendo a fonte de corrente em uma fonte de tensdao, obtém-se o circuito mostrado

na Fig. 11.14.
R, L I R; Rs Is . R¢
v \Y%
Vl lIZ 3 lL‘ 5
— 100V V2<§R2 V4<§ R, p

= 40

tensao
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O circuito mostrado na Fig. 11.14 pode ser utilizado para se obter as correntes e
tensoes em todos os resistores, exceto no resistor Rg € na fonte de corrente. Nestes dois
bipolos, as correntes e tensdes devem ser calculadas utilizando o circuito original mostrado na
Fig. 11.13.

A partir do circuito mostrado na Fig. 11.14 obtém-se:

I, =13384 A Vi =66920 V
L=11,027 A V,=33,081 V
L=2357A V3;=9428V

L=3379 A V,=23,653V
Is=-1,022 A Vs=-12,264 V

A corrente e a tensdo no resistor R¢ devem ser calculadas no circuito original. Do

circuito mostrado na Fig. 11.13 t€m-se:

I+10=1¢ (11.7)
Ve =Re Is (11.8)

Substituindo Is =-1,022 A em (11.7) obtém-se I = 8,978. Em seguida, substituindo Ig
em (11.8), obtém-se Vg =35,912 V.

Exemplo 11.5) Repita o exemplo 11.4, transformando a fonte de tensdo em uma fonte de
corrente.
As correntes e tensdes no circuito ja estdo indicadas na Fig. 11.13. Assim, convertendo

a fonte de tensdo em uma fonte de corrente obtém-se o circuito mostrado na Fig. 11.15.

R; Rs L

N YW
N

1

@ 204 %Rl

V2 <§ R, Vs < R V“( Re ® 104

Fig. 11.15 — Circuito da Fig. 11.13 ap6s a transformacdo da fonte de tensdo em fonte de

corrente
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A partir do circuito mostrado na Figura 11.15 € possivel calcular a corrente e tensio
em todos os resistores, com exce¢do do resistor R;. Neste resistor, e na fonte de tensao, as
correntes e tensdes devem ser obtidas a partir do circuito original mostrado na Figura 11.13.

A partir do circuito mostrado na Fig. 11.14 obtém-se:

L=11,027 A V,=33,081 V
L=2357A V3;=9428V

L=3379 A V,=23,653V
Is=-1,022 A Vs=-12,261 V
I =13,384 A Ve=35913 V

A corrente e a tensdo no resistor Ry devem ser calculadas no circuito original. Do

circuito mostrado na Fig. 11.13 t€m-se:

100 - V-V, =0 (11.9)
I = Vi/R; (11.10)

Substituindo Vo = 33,081 V em (11.9) obtém-se V; = 61,920 V. Em seguida,
substituindo V; em (11.10), obtém-se I; = 13,384.

Observando os exemplos 11.4 e 11.5 verifica-se que transformando a fonte de tensdo
em fonte de corrente ou transformando a fonte de corrente em fonte de tensdo obtém-se os
mesmos resultados. Para verificar a validade do teorema da transformacio de fontes, deixo a
seu encargo obter as correntes € tensdes no circuito mostrado na Fig. 11.13 (utilizando as leis
de Kirchhoff e a lei de Ohm) e comparar o resultado com os resultados obtidos nos exemplos

114 el115.
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