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FIS0729—Fundamentos de Fisica 11

Ezequiel C. Siqueira — Depto. de Fisica e Quimica

Ementa
Os tépicos que serao abordados na disciplina sao os seguintes:
1. Rotagao de corpos rigidos (cinemética, dinamica e leis de conservacao)
2. Oscilagoes
3. Gravitacao
4. Fluidos (hidrodinamica e hidrostatica)

5. Termodinamica (temperature, calor, leis da termodinamica, teoria cinética dos gases e entropia)

Provas

Serao realizadas trés provas e um trabalho a ser definido. A média final (Mg), sera dada por:

Pi+P+Ps

MF—0,9X< 3

) 4+ 0,1 x Ng
onde P;, P» e P3 sdo as notas das provas e Ng é nota do seminario.

e 12 Prova: 11/04/2014 — Rotagao de corpos rigidos

e 2% Prova: 30/05/2014 — Oscilagoes+Fluidos+Gravitagao

e 3* Prova: 27/06/2014 — Termodinamica

e Trabalho a definir.



8 SUMARIO
Referéncias Bibliograficas

Livros principais (usados como livros-texto)

O curso sera baseado nos seguintes livros:

e HALLIDAY, D., RESNICK, R., WALKER, J. Fundamentos de Fisica, Rio de Janeiro-RJ, Livros
Técnicos e Cientificos Editora S/A, v. 1 e v. 2, 6* Edigao, 2002.

e NUSSENZVEIG, H. M., Curso de Fisica Bdsica, Rio de Janeiro, Edgar Blucher, v.1 e v.2., 4?
Edicao, 2002.

As edigbes podem variar, na biblioteca estao disponiveis varias versoes destes livros, mas nao existem
mudancas dréasticas de uma edigao para outra.

Outros livros de mesmo nivel

e ALONSO, M., FINN, E.J., Fisica, Sao Paulo, Addison Wesley Longman do Brasil Ltda, 1999, v.1,
936p.

e TIPLER, P.A. Fisica. 3* Ed., Livros Técnicos e Cientificos Editora S/A, 1995, v.1 e 2.
e CHAVES, A., Fisica Bdsica, Livros Técnicos e Cientificos Editora S/A, 2007, v.1 e 2.
e YOUNG,H.D., FREEDMAN, R.A. Sears-Zemansky. Fisica. 10* Edicao, Addison Wesley, 2001.

Vol. 1 e 2

livros de nivel intermediario

e KITTEL, C.; KNIGTH, W.D. e RUDERMAN, M.A. Mecanica: Curso de Fisica de Berkeley. Sao
Paulo, Editora Edgard Blucher Ltda., 1973. v.1.

¢ FEYNMAN R, LEIGHTON R, and SANDS, M. The Feynman Lectures on Physics, 1964, 1966, v.1

e v.2, Addison Wesley Longman.

As referéncias The Feynman Lectures on Physics e Mecanica: Curso de Fisica de Berkeley sao particu-
larmente interessantes. As leituras destes livros em paralelo podem ajudar no entendimento do contetido

exposto em sala de aula.



SUMARIO 9

livros de nivel “avangado”

Os livros a seguir NAO SERAO USADOS neste curso, mas sio recomendados para aqueles que

desejam se aventurar em alguma coisa mais avancada!

e THORNTON, S. T., MARION, J. B., Classical dynamics of particles and systems, 2004, Bro-
oks/Cole.

e ARYA, A. P., Introduction to Classical Mechanics, Prentice Hall, 1998
e CALLEN, H., Thermodynamics and an introduction to thermostatistics, Wiley, 1985

e BEER, F. P., JOHNSTON Jr. , RUSSELL E., EISENBERG E. R., CLAUSEN W. E. , STAAB G.
H. Vector Mechanics for Engineers, Statics and Dynamics, McGraw-Hill, 2003.

Referéncias Multimidia

Cursos de fisica basica
Fundamentals of Physics-I with Professor Ramamurti Shankar

Para quem arranha no inglés, existem alguns cursos completos em video de fisica basica. O curso do prof.
Ramamurti Shankar de Universidade de Yale é altamente recomendavel. No link abaixo, é possivel fazer
o download do curso completo gratuitamente:
http://oyc.yale.edu/physics/fundamentals-of-physics

Os videos apresentam uma transcricao em inglés do que é dito na aula o que pode ajudar no enten-

dimento do conteudo.

MIT OpenCourseWare

Varios dos cursos oferecidos pelo MIT na area de fisica estao disponiveis em video. E interessante dar
uma olhada na pagina

http://ocw.mit.edu/courses/physics/

Cursos avangados

Para alguém que tenha interesse em material extra-classe e mais avangado, recomendo os cursos do Prof.

Leonard Susskind de Stanford no link: http://www.youtube.com/watch?v=pyX8kQ-JzHI



10

SUMARIO



Capitulo 1

Rotacao de corpos rigidos

Iniciamos o curso de Fisica II através do estudo do movimento de rotacao. Da mesma forma que foi feito
no curso de Fisica I, primeiramente serda considerada a cinemdtica do movimento, i.e., a descricao do
movimento. Isto serd feito com equagOes simples, andlogas as desenvolvidas para descrever o movimento
retilineo dos corpos. Uma vez compreendidas as grandezas fisicas envolvidas na descrigao do movimento
de rotacao, sera considerada a dindmica da rotacao, onde serd investigado que tipo de movimento pode

ocorrer numa dada situagao fisica.

1.1 Definicoes

Antes de analisar o movimento de rotacdo propriamente dito, é necessédrio fazer algumas consideracoes
iniciais. Primeiramente, devemos considerar que todos os objetos de estudo sao rigidos, ou seja, estes
objetos nao deformam durante o movimento. Portanto, todos as particulas que compoem o corpo per-
manecem a mesma distancia uma das outras independentemente do movimento. Durante todo o curso
estaremos lidando apenas com corpos que tém esta propriedade. E claro que nao existem corpos per-
feitamente rigidos e todos apresentam algum tipo de deformagado, como por exemplo o Sol, que é uma
bola de gés, ou ainda, duas bolas de bilhar que colidem podem se deformar no momento do contato uma
com a outra. No entanto, estamos considerando que estas deformacgoes sdo tao pequenas que podem ser
desprezadas.

Com a consideracgao de que os nossos objetos de estudo sao corpos rigidos, podemos definir os movi-

mentos de translagao e rotacao da seguinte forma:

Translacao: um corpo rigido tem um movimento de translacdo quando todos os pontos do corpo des-

11



12 CAPITULO 1. ROTACAO DE CORPOS RIGIDOS

crevem trajetorias paralelas. Com isso, todos os pontos do corpo tém o mesmo deslocamento,
velocidade e aceleracao em todos os instantes de tempo. Com isso o movimento do corpo como um
todo pode ser reduzido a descricao de apenas um ponto representativo — que pode ser convenien-

temente o centro de massa do corpo (veja Fig. 1.1a).

Rotagao: Fixando-se dois pontos A e B de um corpo rigido, isto equivale a fixar todos os pontos da
reta definida por AB pois todos os pontos desta reta devem manter sua posicoes inalteradas em
relacdo aos pontos A e B. Assim, quando o corpo gira em torno do eixo definido por A e B, todos
os pontos fora do da reta AB devem descrever circulos centrados nesse eixo (Fig. 1.1b). Assim,
dizemos que AB é um eixo de rotacdo em torno do qual todas as particulas sao deslocadas de um

mesmo angulo em um dado intervalo de tempo.

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Um corpo rigido executando um movimento de transla¢io pura. Neste caso todos pontos do corpo
sofrem os mesmos deslocamentos. (b) wm corpo rigido em rotacdo pura em torno de um eizo fizo definido pelos

pontos A e B. Desde que o corpo é rigido, os pontos do corpo descrevem circulos em torno do eizo de rotacio AB.

O proéprio eixo AB pode estar em movimento (de translagao, rotagdo ou ambos), no entanto, por ora
vamos considerar que o eixo de rotacao estd fixo de maneira que o corpo como um todo apresenta apenas
movimento de rotacao. Mais tarde consideraremos um caso mais geral onde o eixo descreve movimento

de translacao e rotacao.

1.2 Variaveis de Rotacgao

No caso da translacao, definimos posigao, deslocamento, velocidade e aceleragao para descrever o movi-
mento de qualquer corpo que execute este tipo de movimento. De forma andloga, no caso de rotagao

definimos grandezas equivalentes que permitem determinar o movimento de um corpo.
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1.2.1 Posicao Angular

A figura 1.2a mostra uma linha de referéncia, fixa no corpo, perpendicular ao eixo z que é o eixo de
rotacao do corpo. Note que a linha gira acompanhando o movimento do corpo. A posi¢cdo angular desta
linha é o angulo que ela faz com uma diregao fixa, que tomamos como sendo a posi¢cdo angular nula. Na
Fig. 1.2b, a posigao angular 6 é medida em relagao a direcao positiva do eixo x. Da geometria elementar,

sabemos que:

§ = ; (1.1)

@ (b)

Eixo de‘C_‘" c & .
Rotagéo{ o OO @ cS?
_linha de referénci B
-~ linha de referéncia ¢
y , 0 ’
[ _ : Eixo de
. Rotacao

Figura 1.2: (a) Um corpo rigido qualquer executando um movimento de rotagdo pura em torno do eizo z. Neste
caso todos pontos do corpo sofrem os mesmos deslocamentos. (b) Vista em corte do corpo no plano xy. A posicdo

angular € medida pelo angulo 0 definido pelo eizo x e a linha de referéncia.

Na equagao (1.1), s é o comprimento do arco do circulo definido pelo eixo x (posigao angular nula) e a
linha de referéncia; r é o raio do circulo descrito pela linha de referéncia. O dngulo 6 definido desta forma
é medido em radianos (rad) em vez de volta ou graus. O radiano é uma razao entre dois comprimentos
e, portanto, é um numero puro, adimensional. Um volta completa corresponde a 27 radianos, desde que

o comprimento de uma circunferéncia é 27:

27r
1 volta = 360° = — = 27 rad.
r
assim, 1 rad = 360° /27 = 57, 6°.
Outro aspecto importante acerca da posicao angular é que esta nao é zerada a cada volta completa
da linha de referéncia em torno do eixo de rotacdo. Assim, duas voltas completas da linha de referéncia

corresponde a 6 = 2 x 27 = 47 e assim por diante.
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A descricdo do movimento de rotacao é completa se sabemos como a posicdo angular da linha de
referéncia varia com o tempo, ou seja, se conhecemos a fungao 6(t). Isso é andlogo ao que ocorre no
movimento de translagao pura em uma dimensao, onde o objetivo é determinar a posigao x(t) em funcao

do tempo.

1.2.2 Deslocamento Angular

O deslocamento angular é simplesmente definido como a diferenca entre duas posigoes angulares 61 e 6o,
Al =01 — 0, (1.2)

e como o corpo é rigido, o deslocamento dado pela Eq. (1.2) é valido para todas as particulas que
compoem O corpo.
O deslocamento angular pode ser positivo ou negativo, dependendo do corpo estar girando no sentido

de 60 crescente (anti-horario) ou de 6 decrescente (sentido horario).

1.2.3 Velocidade Angular

A welocidade angular média é definida tomando-se a razao do deslocamento angular pelo intervalo de

tempo em que este deslocamento ocorreu.

méd =AY T 1 — 1y

onde A# é o deslocamento angular que ocorre durante o tempo At.
A welocidade angular (instantinea) é obtida tomando-se o limite da razao (1.3) quando At — 0,

~ i 20 _ 1.4
CEANOAE T @ (1.4)

que é simplesmente a derivada da fungao 6(t) em relagao ao tempo.

E importante notar que as equagoes (1.3) e (1.4) sao vélidas nao sé para o corpo como um todo
mas também para cada particula do corpo, desde que a posicao relativa das particulas nao se altera. A
velocidade angular é medida em radianos por segundo (rad/s), ou revolugdes por segundo (rev/s).

O sinal da velocidade segue a mesma convengao do deslocamento angular: positivo no sentido anti-

horério e negativo no sentido anti-horario.
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1.2.4 Aceleragcao Angular

A aceleracdo angular é a taxa com a qual a velocidade angular varia. Definimos a aceleracdo angular
média como a razao entre a variacao da velocidade pelo tempo em que essa variagao ocorreu

Aw  wy —wy

q=2 1.5
Gmed =N T -t (15)

e da mesma forma que no caso da velocidade angular, definimos a acelera¢iao angular (instantanea) como
o limite da equacao (1.5) quando At — 0,

Aw  dw

— 1 e 1.6
CTADOAt T (16)
A aceleragio angular é medida em radianos por segundo ao quadrado (rad/s?) ou revolugoes por

segundo ao quadrado (rev/s?).

1.2.5 Exemplos

1. A roda da figura 1.3 abaizo tem oito raios igualmente espacados e um diametro de 60 cm. FEla estd
montada em um eizo mecanico fixo e estd girando a 2,5 rev/s. Vocé quer atirar uma flecha de 20cm de
comprimento paralela a este eizo que atravesse a roda sem acertar nenhum dos raios. Suponha que a

flecha e o0s raios sao bem finos. (a) Qual a velocidade minima que a flecha deve ter?

Figura 1.3: Veja Exemplo 1.

Temos que atirar a flecha com uma velocidade tal que esta percorra 20cm dentro de 1/8 do tempo que
a roda gasta para dar uma volta. Isto corresponde ao tempo gasto para a flecha passar entre dois raios.

Desde que conhecemos a velocidade angular da roda w = 2,5 rev/s e também o deslocamento angular
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Af = 1/8 rev, podemos determinar o tempo:

1
Ab g rev
At=—=—2——=0,05
w  2,5rev/s rev/s

Com isso, podemos calcular a velocidade minima, simplesmente usando a relacao,

Umin = 3700?1; =400 cm/s = 400 x 1072 m/s = 4m/s
esta é a velocidade minima que a flecha deve ter para passar através da roda.

(b) E importante saber em que lugar vocé mira entre o eixo e a borda da roda? Se for, qual é o melhor
lugar?
Nao. Como vimos no item acima, a velocidade minima da flecha depende apenas de seu comprimento
e da velocidade angular da roda. Assim, desde que todos os pontos da roda tém a mesma velocidade

angular, tanto faz mirar perto do eixo ou perto da borda, o resultado acima nos garante que a flecha

atravessard a roda sem bater dos raios.

2. Um mergulhador de saltos ornamentais completa 2,5 voltas apds saltar de uma plataforma de 10
m antes de entrar na dgua. Supondo que a velocidade vertical inicial seja nula, ache a velocidade angular
média do mergulhador durante um salto.

Notamos que a queda produz uma velocidade linear de queda dada pela equacao de Torricelli,
v? = v3 + 2alAy

sendo Ay = —10m, a = g = —9,8 m/s? e vy = 0, podemos obter a velocidade final,

v =1/2.(-9,8).(-10)

v=14m/s

portanto, podemos usar a equacao Av = a.At para obter o tempo em que a velocidade variou, assim,

De posse do tempo podemos determinar a velocidade angular média dada pela Eq. (1.3)

AG
Wméd = Kt
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Sendo 2,5 voltas igual a 57 rad, podemos escrever,

5m rad
1,4 s

Wmed = =11 rad/s.

3. Qual a velocidade angular (a) do ponteiro dos sequndos (b) do ponteiro dos minutos e (c) do
ponteiro das horas de um relégio analdgico que estd funcionando perfeitamente? Responda em radianos
por sequndo.

Usamos a férmula par a velocidade angular média. Sendo uma volta igual a 27 rad, podemos escrever:

(a) ponteiro dos segundos

A6 21
W = Kt = @ —0,105 rad/S.

(b) ponteiro dos minutos

_AQ_ 2

_ =22 1073 .
Y= T 0% 60 s ,75 % 1077 rad/s

(c) ponteiros das horas

AU 27

== 2 _1.45x107 .
W= A T T2x60x 60 Lo} 107 rad/s

1.3 Notacao Vetorial para as variaveis de rotacao

Nas Egs. (1.1) a (1.6) foram definidas as quantidades que permitem descrever o movimento de rotagao
de qualquer corpo rigido. A menos da mencao ao sentido do movimento poder ser hordrio ou anti-
horério, nada foi dito a respeito do cardter vetorial dessas quantidades. Como sabemos do movimento de
translacao, em geral faz-se necessario o uso de vetores para caracterizar um movimento em duas e trés
dimensoes. Neste caso, é pertinente perguntar se existe uma relagado equivalente no caso de rotacao.

A resposta é positiva, de fato devemos recorrer a vetores para descrever um movimento geral de
rotacdo. Aqui o termo “geral” significa que o eixo de rotacdo, em torno do qual o corpo gira, pode
também estar se movendo. No caso particular onde o eixo de rotacao estd fixo em uma determinada
direcao, o movimento se reduz ao caso unidimensional e podemos simplesmente usar as equacoes na
forma escalar; o sentido do movimento sendo indicado por sinais de mais e menos como no caso da
translacao. O valor do deslocamento neste caso particular é simplesmente obtido dando-se apenas um

numero: o valor de 6.
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A rotagao apresenta um cardter peculiar e a representagao vetorial requer cuidados adicionais. De fato,
para caracterizar um movimento mais geral (e.g., um pido, giroscépio, etc.), poderiamos, em principio,
associar um vetor com o deslocamento 0. Assim definiriamos um vetor 8 a uma rotacao de um angulo 4, a
direcao deste vetor associada com a direcao do eixo de rotacao e seu médulo com o valor do deslocamento
angular. No entanto, esta construcao falha pois, apesar de ter médulo, direcdo e sentido, ndo existe
comutatividade na adi¢ao de deslocamentos. De fato, como mostrado na figura 1.4, dois deslocamentos
angulares consecutivos quando tomados em ordem inversa levam a diferentes posigoes finais do livro.
Desde que a adicao de vetores deve ser comutativa, entao nao podemos considerar deslocamentos como

vetores.

Figura 1.4: (a) um livro sofrendo dois deslocamentos angulares, primeiro em torno do eixo x e, em sequida, em
torno do eizo y. (b) mesmos deslocamentos mas na ordem inversa. Podemos notar que deslocamentos angulares
nao apresentam a propriedade comutativa pois as posicoes finais do livro sao diferentes nos dois casos. Portanto,

nao podemos representar deslocamentos angulares finitos usando vetores.



1.3. NOTACAO VETORIAL PARA AS VARIAVEIS DE ROTACAO 19

O modo de contornar essa dificuldade é trabalhar com rotagoes infinitesimais, as quais sao comutativas
e apresentam carater vetorial. Assim, definimos um vetor df cuja magnitude é o angulo de rotacao df
e sua direcao é a do eixo de rotagdo, veja Fig. 1.5a. Entretanto, fisicamente ndo ha nada que permite
atribuir um sentido ao vetor. Isto é feito através de uma conven¢do, chamada regra da méao direita. A
regra nos instrui a curvar a mao direita com os dedos (exceto polegar) em torno da circunferéncia descrita
pelo sistema em rotacdo, acompanhando o sentido da rotacao. Entao o dedo polegar estendido aponta
na direcao e sentido do vetor d8. Uma vez estabelecida a regra da mao direita, vamos considerar agora
o movimento de um corpo rigido cuja secao transversal estd situada no plano zy e o eixo de rotagao

estd na direcdo Oz, veja figura 1.5b. Assim, desde que qualquer particula do corpo ird descrever o

@ (b) \

do | qo

Figura 1.5: (a) Regra da mao direita: o polegar indica o sentido do vetor enquanto que os outros dedos acompa-
nham o sentido da rotagdo. (b) Vetor deslocamento angular infinitesimal. Este pode ser definido pois a soma de

deslocamentos infinitesimais sdo comutativos, diferente do que ocorre para rotagoes finitas.

mesmo movimento, representamos na figura a trajetéria de uma dessas particulas no plano xy, veja a
Fig. 1.6. Um ponto P da secao transversal, a distancia r da origem, sofre um deslocamento ds = rdf em
conseqiiéncia da rotagdo infinitesimal. Procuramos agora relacionar PP’ = ds (que no limite infinitesimal
em que trabalhamos, pode ser tomado na dire¢ao tangente ao circulo da figura) com d@ e o vetor posigao

OP =r. A relacdo entre estes trés vetores é dada pelo produto vetorial':

ds =d@ xr. (1.7)

Com a Eq. (1.7) é bastante simples mostrar que deslocamentos vetoriais sdo comutativos e se somam

como vetores. Para isso, considere duas rotagoes infinitesimais sucessivas dadas por df; e d@2, aplicadas

'Revise a secio “Produto Vetorial’do capitulo 3 do Halliday para relembrar as propriedades deste tipo de produto.
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f—
' o

Figura 1.6: Diagrama mostrando o vetor deslocamento angular d@, deslocamento linear ds e o raio vetor r. Note

que ds é tangente d trajetéria mas usamos ainda um triangulo retdngulo formado pelos pontos OPP'.

ao ponto P cujo vetor posicao é r, assim, os deslocamentos correspondentes sao dados por:

dSl :d01 Xr

dS2 :d02 XTr

Desde que os deslocamentos ds; e dsg s@o vetores (sdo deslocamentos lineares), entdo o deslocamento

resultante pode ser obtido através da soma:

ds = ds1 + dsy

e substituindo ds; e dso segue que

ds =dO1 xr+dfy xr

e, lembrando que o produto vetorial é distributivo, i.e., a X (b 4+ ¢) = a x b+ a X ¢, podemos escrever

ds = (d01 -+ d02) Xr

que indica que df + df2 = dB2 + dB; para rotacoes infinitesimais.

A velocidade angular pode entao ser definida da seguinte forma:

VTaAo At ardoAar
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onde a ultima substitui¢ao é valida pois estd se tomando o limite At — 0, ou seja ds = Alim As assim,
t—

segue que

VT A0 At ardo At o F

e definindo o vetor velocidade angular como

AO  dO
= lim — = — 1.
« A?—r:o At dt (1.8)
obtemos finalmente:
d
v = d—; =wXTr (1.9)

desde que ds = dr veja figura 1.4.
O médulo do vetor velocidade angular® w = dfl/dt corresponde & velocidade angular escalar dada pela

equacao (1.4) e seu sentido é o mesmo do vetor df, ou seja, definido usando-se a regra da mao direita.

1.3.1 Relacionando as variaveis lineares com as angulares

A Eq. (1.9) é uma relagao envolvendo uma variavel linear v e uma variavel angular w. Esta equagao nos
diz que particulas mais distantes do eixo de rotacao apresentam velocidade linear maior do que aquelas
préximo do centro desde que w é igual para todas as particulas do corpo rigido. A direcéo e o sentido do
vetor v é sempre tangente a trajetéria circular descrita pelas particulas em torno do eixo de rotagao, como
mostrado na figura 1.6. Aqui, como o interesse estd no movimento de rotagdo do corpo, consideramos o
caso simples em que o eixo de rotacao é fixo e o vetor w é perpendicular ao vetor r. Neste caso, o produto
escalar entre estes vetores é nulo, w -r = 0.

O que dizer da aceleracao linear sofrida pelas particulas do corpo? Isto pode ser verificado aplicando-se
a derivada temporal sobre a Eq. (1.9):

dv

=— =—(wx )—d—wx + x@
a=— = (wxr)= r+w

dt dt
aqui fazemos as identificagoes:

dw

Ty

20s vetores w e d@ diferem dos demais vetores encontrados até aqui porque apesar de terem médulo e direcio seu sentido

é definido através de uma convencgdo. Veja a discuss@o sobre vetores polares e axiais no capitulo 11 do livro do Moysés.
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. . dr
e, como ja definido v = o podemos escrever,

a=aXr+wxv
mas como sabemos v = w X r, assim podemos escrever
a=axr+wx(wxr)
No segundo termo podemos aplicar a seguinte identidade vetorial,
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
assim, identificando a e b com w e r com ¢, podemos reescrever a aceleragao da seguinte forma,
a=axr+(w-rjw- (w-w)r

e como o produto escalar w - r é nulo, ficamos com:

a:axr—er

2. Assim, podemos notar que a aceleracao possui

onde usamos o fato de que w - w = |wl||w|cos0° = w
duas componentes uma na mesma direcdo que v , e portanto, tangente a trajetéria circular descrita
pela particula e outra componente radial, dirigida para o centro (—r) da trajetéria circular (aceleracao

centripeta). Assim, escrevemos:

a=a;+a, (1.10)
onde,

a; =a xr,

a, = —wr.

Podemos identificar a componente radial a, com a aceleracdo centripeta do movimento circular uni-
forme ja estudado no curso anterior de mecanica. Como estamos considerando aqui o caso em que w e
r sao perpendiculares, entdo o médulo da velocidade linear v, é simplesmente v = wr. Assim, definindo

r = rt, onde  é um vetor de médulo unitario podemos escrever

a, = —wrr.
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e usando w = v/r, podemos escrever ainda,

2

a, = ——Tr.
T

<

que ¢ a férmula para a aceleracao centripeta ja obtida usando a segunda lei de Newton para uma particula
executando um movimento circular uniforme.
A componente tangencial também pode ser simplificada, visto que r e & também sdo perpendiculares.

a estd na mesma direcao do vetor w, assim o produto vetorial a X r pode ser escrito da seguinte maneira,
a=axr=ar(axr)

onde & e I sdo vetores unitarios apontando na mesma direcdo de ¢ e r, respectivamente. Assim, dado
que sabemos a direcao dos vetores, e que estas dire¢oes nao mudam, podemos trabalhar com as equacgoes

escalares:

<

a = — (1.11a)

ar = ar (1.11Db)

1.4 Rotacao com aceleragao angular («) constante

Os conceitos desenvolvidos na secao 1.3 serdao tteis em casos mais gerais onde o eixo de rotacao estd
em movimento. No entanto, antes de considerar o caso mais geral, é interessante considerar o caso
mais simples onde o eixo de rotagao esta fixo e, portanto, o movimento de pode ser escrito usando-se as
equacoes escalares dadas na secao 1.2.

A aceleragao angular instantanea, representada por «, é dada pela Eq. (1.6):

_
Cdt

«

e desde que « é constante, podemos determinar o valor de w em funcao do tempo diretamente integrando-

dw
= —dt
/adt / td

e desde que w = w(t) é fungao do tempo apenas, sabemos do calculo diferencial e integral que dw =

o fdi= [ do

se a equagao acima em relacao ao tempo:

w
—dt
dt

assim:
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onde retiramos « para fora do sinal de integracao devido ao fato do mesmo ser constante no tempo. A

integral de uma diferencial é a prépria varidvel, assim
w(t)=at+C (1.12)

lembrando que cada integral, por ser indefinida, gera uma constante arbitraria. Sendo arbitrarias podemos
somé-las resultando em apenas uma constante e assim a Eq. 1.12 é obtida. A constante de integracio
pode ser determinada a partir de uma condigao inicial, ou seja, precisamos conhecer o valor de w(t) em

um determinado instante. Seja w(tg) = wp entao, substituindo na Eq. (1.12), obtemos:

w(ty) =wo = atyg+C
e isolando C' obtemos:

C =wy— aty

e substituindo o valor de C' na Eq. (1.12) obtemos,

w(t) = at +wy — aty
e rearranjando, obtemos a primeira relagao importante da rotagao de corpos rigidos:

w(t) = wo + alt — to) (1.13)

em geral fazemos tg = 0, assim comumente encontramos em alguns livros a mesma equacao escrita na

forma:
w(t) = wo + at. (1.14)

Agora que sabemos como a velocidade angular varia com o tempo, podemos determinar a posigao

angular em fungao do tempo através da Eq. (1.4)

e integrando no tempo, podemos escrever:

w(t) dt = O 4
Jetra= |G

a integral no segundo membro é bastante simples pois se reduz a diferencial de 6, assim:

/w(t) dt — /déz@(t)JrKl
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onde realizamos a integragao sobre 6 e K7 é a constante de integragao correspondente.
Agora resta substituir o valor de w(t) dentro da integral do primeiro membro. J4 sabemos que o seu

valor é dado pela Eq. (1.13), assim segue que
0(t) + Ky = /[wo +alt—to)] dt —
o que pode ser escrito na forma,
9(t)+K1 :/wo dt—i—/a(t—tg) dt
e resolvendo as integrais segue que:
1 2
H(t) + K1 = wot + Ko + §a(t — to) + K3

e podemos novamente juntar todas as constantes de integracdo em apenas uma sé, assim escrevemos

Ky + K3 — K1 = K, o que leva a,
1 2
0(t) = wot + §a(t —to)"+ K (1.15)

Para determinar a constante K, consideramos que no tempo inicial ¢y a posigao angular seja 0(ty) = 6y,

assim, substituindo essa condigao na Eq. (1.15), segue que
1 2
9(750) = woto + 50&(250 — to) + K
ou ainda,
9(750) =wotg + 0+ K
logo,
K= 90 — tho
e substituindo K na Eq. (1.15), obtemos finalmente
1 2
H(t) = 90+W0(t—t0) + 50&(t—t0) (1.16)
e como tg é arbitrario, podemos fazer {5 = 0, 0 que nos permite escrever

1
0(t) = 6y + wot + EatQ. (1.17)
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As Egs. (1.16) a (1.17) permitem obter a variagao temporal dada a velocidade e posi¢ao iniciais e
a aceleragao do sistema. Muitas vezes é conveniente trabalhar apenas com velocidade e posicao sem
consideragoes em relacao ao tempo. Para isso, vamos considerar novamente a equagao para a aceleracao
angular,

dw

OKZE

o que pode ser escrito na seguinte forma, usando a regra da cadeia,

o ddd
~df dt
mas, como sabemos df/dt = w, assim,
o= wd—w
- dh

e novamente integrando em 6 segue que

dw
/adﬁ—/wdedﬂ

e novamente usando a diferencial de w em relagdo a posi¢ao, obtemos

a/ d@z/wdw

ou ainda,

2
049+L1:%+L2

onde L1 e Ly s@o as constantes de integracdo. Assim, agrupando ambas as constantes em apenas uma,

obtemos

ab ="+ 1L (1.18)

[\

onde L = L1 — LQ.
Agora resta determinar L. Considerando que para uma dada posigao €y a velocidade angular é wy

podemos escrever:

2

0490 = ﬂ + L
2
assim,
2
L= 0490 - ﬂ
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e substituindo novamente na Eq. (1.18) obtemos

2 2
w w
0=—+aby— 2
« 5 + abp 5
0 que pode ser escrito na seguinte forma,
w? = wi 4 2a(6 — 6y) (1.19)

que é a equagao procurada.
Existem ainda outras equacoes que podem ser obtidas a partir da combinacao das defini¢oes de valores

médios com as equagoes deduzidas. Retomando a Eq. (1.19), podemos escrever:
w? —wi = 2a(6 — 6y)
ou ainda,
(w—wp)(w + wp) = 2a(0 — )
e substituindo Eq. (1.13) no primeiro membro, obtemos ainda,
(w + wo)a(t — to) = 2a(0 — )

e simplificando podemos escrever ainda,

0 — 6y _w+w0
t—ty 2

(1.20)

e notamos que o primeiro membro é simplesmente Aw/At [c.f. Eq. (1.3)] que é a definigao da velocidade

angular média wpeq, assim, escrevemos finalmente:

w(t) +wo

5 (1.21)

Wméd (t) =

A Eq. (1.20) tem a vantagem de nao ser necessario o conhecimento do valor de «, basta saber os
valores iniciais do tempo, velocidade e posicao angulares. Outra possibilidade, seria obter uma equagao
sem que se necessite o valor da velocidade angular inicial, para isso, primeiramente multiplicamos a

equacao (1.13) por t — tp, assim temos:
w(t —tg) = wolt —to) + alt — to)*.
A Eq. (1.16) relaciona a posi¢ao angular com a velocidade inicial,

1
6 — 0y = wo(t —tg) + 5oz(t —t9)?
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e subtraindo esta equacgao da primeira segue que,
1 2
w(t—to)—(ﬁ—ﬁo) =0+§Oé<t—t0) .
ou ainda,
1 2
0—90 :w(t—to) — ia(t—to) (1.22)

que é a equagao procurada.

As equacoes obtidas até aqui permitem a descricao completa do movimento de rotacdo de um corpo
rigido em torno de um eixo fixo com aceleragao angular constante. Este conjunto de equagoes é completa-
mente andlogo ao caso do movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) de translacao. Na tabela
abaixo, fazemos um resumo das equacoes obtidas e as colocamos ao lado das equagoes correspondentes
para o caso translacional. Note que existe uma correspondéncia direta entre as variaveis posicao, veloci-
dade e aceleracao, bastando apenas trocar os simbolos nas equacoes lineares para obter as suas versoes

correspondentes no caso angular.

Eq. Linear Var. ausente | Var. ausente Eq. Angular n° da Eq.

v =19+ a(t —tg) T — To 0 — 0o w=wg+ alt—ty) Eq. (1.13)

x —xo = vo(t — to) + 2a(t —to)? v w 0 — 0y = wo(t —to) + 3a(t —to)* Eq. (1.16)
v? —vg = 2a(z — x0) (t —to) (t —to) w? —wg =2a(0 — b)) Eq. (1.19)

x —xo = (vo +v)(t —to) a a 0 — 0 = 3(wo +w)(t —to) Eq. (1.20)
z—xg =0t —to) — Sa(t —ty)? Ug wo 0 — 0 =w(t—ty) — 2a(t—t9)?> Eq. (1.22)

Tabela 1.1: Comparagao entre as equagoes para translacao e rotagao, desenvolvidas no texto.

E importante perceber que as equacoes da tabela 1.1 foram obtidas a partir das defini¢oes de velocidade
e aceleracao impondo a condicao de que a aceleragao angular é constante. Assim, nao existe, sob nenhuma
hipétese a necessidade de memorizar as equagdes da tabela 1.1, bastando simplesmente aplicar as regras

de derivacao e integracao sobre as definicées de velocidade e aceleracao.

1.4.1 Exemplos

Aqui consideramos alguns exemplos de aplicacao das equacoes dadas na tabela 1.1. Outros exemplos
podem ser encontrados nas referéncias. Recomenda-se resolver o maior nimero de problemas para se

obter um melhor entendimento do assunto.
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1. Um tambor gira em torno de seu eixo central com uma velocidade angular de 12,60 rad/s. Se o
tambor entdo desacelera a uma taza constante de 4,20 rad/s*, (a) quanto tempo ele gasta para ficar em

repouso? (b) qual o angulo que ele descreve antes de chegar no repouso?

(a)

Sdo dadas a velocidade angular inicial de 12,60 rad/s e a aceleracdao angular de 4,20 rad/s?. Assim,
considerando s relagoes dadas na tabela 1.1, escolhemos a equagao (1.13), onde escolhemos ¢ty = 0 o tempo
em que a desaceleragdo comeca a atuar no sistema. Assim, fazendo w = 0 e wy =12,60 rad/s, podemos

determinar o tempo em que o tambor péara:
w=wgy+at
desde que o sistema desacelera entao a < 0, assim escrevemos:
0 = 12,60rad/s — 4, 20rad/s* x ¢

o que nos fornece:

(b)

Agora, podemos determinar o angulo descrito pelo tambor. Basta usar a equacao (1.20)

1
0 — 90 = 5(&)0 +w)(t — to)

fazendo 6y = 0 e ty = 0 e substituindo os valores correspondentes obtemos:

0—0= %(12,60rad/s +0)(3s—0)

0 = 18,9 rad.

2. Em t = 0 um volante possui uma velocidade angular de 4,7 rad/s e uma acelera¢ao angular de
-0,25 md/s2, e uma linha de referéncia em 6y = 0. (a) Qual o deslocamento angular mdzimo Opye, da
linha de referéncia no sentido positivo? Em que tempo t a linha de referéncia estard em (b) 0 = Oy,4/2
e (¢) 0 = —10,5 rad (considere tanto valores positivos quanto negativos de t)? faca o grdfico de 6 contra

t e indique as respostas dos itens (a), (b) e (c) no grdfico.

(a)
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O volante apresenta uma velocidade angular inicial positiva, mas como uma aceleracao angular ne-
gativa. Com isso, apds um certo tempo o volante vai inverter o sentido de rotacdo. Portanto, o valor
méaximo pedido no item (a) pode ser determinado com a condi¢do e que a velocidade angular é zero.
Com estas informagoes, podemos usar a equagao (1.19) como w =0, a« = —0,25 rad/sz, wo = 4,7 rad/s

el =04z

w? — wi = 2a(6 — )

0 — (4,7 rad/s)? = 2 x (=0, 25rad/s®)(0az — O)
portanto,

Omaz = 44 rad.

(b)

Também é pedido o tempo correspondente ao angulo § = 6,4, /2. Para isso, usamos a Eq. (1.16)
1 2
9—90 :wo(t—t0)+§a(t—t0) (1.23)

com ty = 0. Assim, substituindo os dados anteriores podemos escrever

44 1

— —0=4,Tt + =(—0,25)t?

> T+ 5(-0,25)

1 2
22 =4, Tt + 5(—0, 25)t

ou ainda,

0,125t — 4,7t +22=0

logo,

C4,TE\4,72—4x0,125x22  4,7+3,3

t 2x0,125 0,25

e temos duas possibilidades:
t1 =5,6s e to =325

e vemos entao que a primeira vez que a linha de referéncia passa por 6,,4./2 é o tempo de 5,6 s.
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(c)
Agora vamos considerar que # = —10, 5 rad, no lugar the 6,,4,. Assim, fazendo a troca na Eq. (1.23)

segue que,
1 2
—10,2-0=4,7t + 5(—0, 25)t
ou ainda,
0,125¢2 — 4,7t — 10,2 =0

logo,

L 4,7+ /(=4,7)2 +4x0,125 x 10,2 4,745,21
N 2x 0,125 0,25

que nos fornece duas raizes: t3 =-2 s e t4 =39,6 s

O grafico pode ser feito considerando-se a seguinte relagao:
O(t) = 4,7t — 0,125t

que € a equacao hordria para o sistema em questdao. Assim, plotando # em funcao do tempo obtemos o

grafico mostrado na Fig. 1.7. Note da Fig. 1.7 que t; e t2 estao dispostos simetricamente em torno do

44—
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Figura 1.7: Problema 2. Grdfico da funcio 0(t) = 4,7t — 0,125t2. Os pontos calculados estdo destacados por

pontos vermelhos no grdfico.

maximo, desde que estes pontos correspondem ao valor do tempo em que a posicao angular é metade do
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seu valor méximo.

3. Uma roda girando em torno de um eixo fixo que passa pelo seu centro possui uma aceleracao angular
constante de 4,0 rad/s>. Em um certo intervalo de 4,0 s, a roda descreve um dngulo de 80 rad. (a) Qual
a velocidade angular da roda no inicio do intervalo de 4,0 s? (b) Supondo que a roda parte do repouso,

ha quanto tempo ela estava em movimento no inicio do intervalo de 4,0 s?

(a)

E dada a aceleracao angular da roda que é a = 4,0 rad/ s?. Também ¢ dada A6 = 80 rad para
At =4,0s. O que estd sendo pedido é a velocidade angular inicial da roda, i.e., wg. Dadas as informacgoes

que temos, podemos aplicar a Eq. (1.16)
AG = w At + %Q(At)2
e substituindo os valores correspondentes, obtemos:
80 rad = w1(4,0 s) + %(4, 0 rad/s®) x (4,0 s)?
e fazendo os calculos segue que,
w1 = 12 rad/s

que seria a velocidade angular no inicio do intervalo. Note que nao estamos usando wy pois nao estamos

considerando que o intervalo de 4 s seja contado do tempo inicial.

(b)

Agora sim, estamos considerando que a roda comeca a se movimentar do repouso e acelera com
aceleragao angular igual a o = 4,0 rad/ s?. Assim, a roda gasta um certo tempo t desde o repouso e entao
chega ao inicio do intervalo de 4 s, considerado no item anterior. Assim, para determinar este tempo,

usamos a equacao (1.13), w = w; e wy = 0, assim segue que:

w = wy + aAt

12 rad/s = 0 + (4,0 rad/s*)At
assim, obtemos,
At =3 s.

e notamos entao, que a roda se movimentou durante 3 s, antes do intervalo de 4 s que consideramos no

item anterior.
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1.5 Energia cinética de rotacao

No caso do movimento linear, ja visto no curso prévio de fisica, mostrou-se interessante tratar problemas
de mecanica usando-se o ponto de vista da energia. Em determinadas situacgoes, a resolucao do problema
pode ser facilitada em comparagao com a aplicacao das leis de Newton. Na realidade o ponto de vista da
energia esta por tras de uma formulagao alternativa da mecénica chamada de mecanica analitica onde a
22 lei de Nweton ser obtida como um caso particular das equagoes da mecanica analitica. Infelizmente, o
tratamento de problemas de mecanica usando esta formulacao esta fora do escopo do curso. Informagoes
adicionais podem ser obtidas no livro do Marion & Thornton.

Um corpo em rotacao tem energia cinética, desde que todas as particulas do corpo estao em movi-
mento. Sendo assim, é natural perguntar como determinar a energia cinética de um corpo em rotacgao.
Dos capitulos anteriores do Halliday, sabemos que a energia cinética de uma particula com velocidade v
é dada por mv?/2. Assim, no caso de um corpo rigido em rotacdo, a energia cinética pode ser obtida

somando-se as energias cinéticas de todas as particulas do corpo:

1 1 1 1
K = imlv% + §m2v§ + §m3fu§ +--= 3 Emzvf (1.24)

onde m; é a massa da i-ésima particula e v; a velocidade correspondente. A notacao ) ; é uma maneira
abreviada de indicar a some sobre todas as particulas do corpo. A dificuldade com a Eq. (1.24) é que
as velocidades v; sdo todas diferentes para cada particula. Podemos resolver o problema considerando a

Eq. (1.9)
V=wXTr.

Como estamos considerando o caso em que o eixo de rotagao esta fixo, podemos tomar o eixo de
rotacao perpendicular ao plano definindo por v e r, sendo assim, os trés vetores sdo perpendiculares entre

si e o médulo da velocidade é dada simplesmente por

estd relacao é vélida para todas as particulas do corpo rigido. Assim, substituindo o médulo da velocidade

linear na Eq. (1.24), segue que:

K =

| =

(et
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desde que a velocidade angular é a mesma para todas as particulas do corpo, entao podemos colocé-la

em evidéncia. Assim, reescrevemos a energia cinética da seguinte forma:
K = —Iuw? (1.25)
onde definimos,
I = Z mir? (1.26)
i

A relagao (1.25) é a expressao para a energia cinética de rotagdo. No caso do movimento de translagao
pura de um corpo rigido, a energia cinética é dada por K = %M v2 . onde M é a massa total do corpo e
Vem € a velocidade do centro de massa do corpo. Na versao de rotacao, w é analogo a vy, enquanto que a
quantidade I, chamada momento de inércia, é andloga a massa total do corpo. No entanto, o momento de
inércia, medido no SI em quilogramas-metro quadrado (kg.m?), nos informa como a massa do corpo esta
distribuida em torno do eixo de rotacao do corpo. Desta forma, no movimento de rotacdo nao importa
apenas a massa do corpo, mas também a sua forma. Podemos perceber isso quando giramos uma haste
longa e pesada (um pedago de cano, cabo de vassoura, etc.) em torno de seu eixo central (longitudinal) e
em torno de um eixo perpendicular & haste passando pelo seu centro. As duas rotagoes envolvem a mesma
massa, a primeira rotagao é muito facil do que a segunda. A razao é que a distribuicao de massa esta
muito mais localizada em torno do eixo no primeiro caso do que no segundo. Como resulado o momento
de inércia é maior no segundo caso do que no primeiro. Isso pode ser visto diretamente da definicao 1.26.
No primeiro caso os valores de 7; s80 no maximo do tamanho do raio da haste (supondo uma haste com

secao transversal circular); no segundo caso r; pode ser no maximo metade do comprimento da haste o

que gera valores mais altos de I, e como conseqiiéncia, uma dificuldade maior (inércia) para o movimento.

1.5.1 Calculo do momento de inércia

A aparéncia da Eq. (1.26) nos dé a impressao de ser impossivel de determinar o valor do momento de
inércia desde que consiste em uma soma sobre todas as particulas do corpo rigido. De fato, no limite
onde as particulas sao infinitesimais, teriamos um ntumero infinito de particulas inviabilizando o calculo.
No entanto, neste limite podemos considerar o corpo continuo e assim, substituir a soma discreta por

uma integragao. Assim, reescrevemos a Eq. (1.26) na forma integral,

I= /73 dm (1.27)

relembrando que r é a distancia do elemento de massa dm do eixo de rotagao.
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Em geral, a solugdo da integral na Eq. (1.27) pode ser extremamente complicada, mas é possivel
determinar o momento de inércia facilmente de alguns objetos que apresentam grande simetria tais como
cilindros, esferas, anéis, etc. Além disso, é necessario considerar que estes objetos s@o homogéneos, i.e., a
distribuicao de massa ¢ idéntica em todas as partes do corpo. Formalmente, isso significa que a densidade
de massa p é constante sobre o volume do corpo®. Assim, um elemento de massa dm cujo volume é dV

¢é dado por dm = udV, onde pu = constante.

Alguns exemplos de cailculo de momento de inércia

Anel circular delgado, em torno do centro (Fig. 1.8). Vamos considerar alguns exemplos bastante
elementares usando a Eq. (1.27). O primeiro exemplo é um anel de raio R e massa M que gira em torno
de um eixo passando pelo seu centro. Considerando que o anel esté centrado no plano zy, entao o eixo de
rotagao é o eixo z. Assim, na aplicagao da Eq. (1.27), devemos ter em mente que a distancia de qualquer
elemento de massa do eixo de rotacdo é o préprio raio do anel. Assim, 2 = R? que é uma constante ao

longo de todo o comprimento do anel, logo,
Tonel = /R2 dm = R2/dm = MR? (1.28)

onde usamos o fato de que [ dm = M, a soma sobre todos os elementos de massa s6 pode resultar na

massa total do corpo.

6@

an
SR
4*

Figura 1.8: Anel delgado de massa M e raio R com momento de inércia iqual a I = MR?.

Disco circular em torno do centro, (Fig. 1.9). Agora consideramos em vez de um anel delgado,
um disco homogéneo cujo eixo de rotagao também estd ao longo do eixo z como no exemplo anterior,

para o anel. Observe que agora, nao podemos considerar que os elementos de massa distam do mesmo

310 livro do Moysés, a densidade é denotada por p e nio p como no nosso caso. Ele faz isso porque usa o p para denotar

a distancia r.
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comprimento como no caso do anel. Assim, devemos considerar passar a integracdo na massa para uma
integracao na area do disco usando a relagao entre a densidade e a massa. Se o disco tem massa M e area

igual a TR?, entdo a densidade de massa por unidade de 4rea é simplesmente,

! Eixo de rotacao

M
= rRe
mas também temos que,
dm = udA

desde que o disco é homogéneo. Assim, como dA = 27wrdr, podemos escrever ainda,
dm = p2nrdr
onde r é uma distancia qualquer entre 0 e R, o raio do disco. Substituindo u, segue que,
2M
dm = 7r_R227Trdr = ﬁrdr

Agora podemos considerar a defini¢ao integral do momento de inércia,

Tgisco = /T2 dm

e substituindo dm, obtemos

logo,
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ou ainda,

M R?
2

Ldisco = (1.29)

Note que a diferenca entre o disco e o anel é apenas o coeficiente na frente de M R?. Isto é bastante
geral afinal a unidade do momento de inércia deve ser sempre a mesma. Deste modo, caso seja obtido
algum resultado com M e R com expoentes diferentes, é provavel que tenha sido cometido algum erro

no calculo de I.

Barra delgada, em torno do centro. Consideramos uma barra fina de comprimento L com eixo de
rotacao passando perpendicularmente a haste no ponto localizado no centro da haste.
Aqui novamente consideramos que a barra delgada é homogénea assim a densidade de massa é cons-

tante. A densidade de massa, é dada por,

e além disso temos ainda:

_dm M

= dm = =
b= m Ldz‘

Agora consideramos a definicdo do momento de inércia

Tvarra = /162 dm

Considerando que a origem estd situada no centro da barra, entdo a integracao deve ser feita de —L/2

a L/2:

Mo [HL/2 ) M [23 +L/2 IM L3
Ibarra = L/ r* dr = f |::| =

s 3) ., 3L
eixo de
rotagao
Centro de

/Tnassa __,_‘ qﬁ / M
P

L L

2 2 |

Figura 1.10: Haste de massa M e comprimento L com momento de inércia igual a I = ML?/12.
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e fazendo as simplificacoes, chegamos a

ML?

Ibarra = ﬁ

1.5.2 Teorema do eixo paralelo

Os exemplos dados acima, sao aplicacoes da definicdo do momento de inércia em sistemas em que o centro
de massa coincide com o eixo de rotacao. E claro que poderiamos aplicar a definicao para o caso em que
o eixo do rotacao nao coincide com o centro de massa, mas em geral isso pode ser complicado. Em vez
disso, vamos usar o teorema do eixo paralelo que permite a determinagao do momento de inércia de um
modo mais simples. O teorema diz que uma uma vez determinado o momento de inércia em torno de
um eixo passando pelo centro de massa, que chamamos I,;,, 0 momento de inércia em torno de um eixo

paralelo ao eixo do centro de massa, que estd a uma distancia h, é dado pela seguinte férmula,

I =1, + Mh. (1.30)

Prova do Teorema do eixo paralelo

A prova do teorema é realizada aplicando-se a definicdo do momento de inércia ao corpo de forma
arbitraria mostrado em corte na figura 1.11. Escolhemos a origem do sistema de coordenadas no ponto
O e definimos dois eixos paralelos perpendiculares ao plano da figura, sendo que um passa pela origem
e 0 outro no ponto P. Sejam a e b as coordenadas = e y do ponto P, respectivamente. Considerando
um elemento de massa qualquer, de coordenadas x e ¥y, entdo o momento de inércia em relacao ao eixo

passando pelo ponto P é dado por,

1:/7«2 dm:/[(x—a)2+(y—b)2] dm

que pode ser reescrita como,
I:/r2 dm:/ (2% + %) dm—Qa/x dm—2b/ydm—|—/(a2+b2) dm

Da definicao do centro de massa, a primeira integragdo é simplesmente o momento de inércia em
torno da origem, assim identificamos a primeira integral com I.,; a segunda e terceira integrais sao
proporcionais as coordenadas do centro de massa, assim identificamos estas como sendo Z.m € Yem,

respectivamente; a iltima integracao demanda uma ultima manipulacao desde que o integrando é uma
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y
dm
Eixo de rotagdo 7
passando pelo Y/ y—b

passando pelo
centro de massa

Figura 1.11: Vista em corte de um corpo rigido de forma arbitrdria com centro de massa em O. O teorema do
eizo paralelo permite relacionar o momento de inércia em torno de O com o momento de inércia em torno de um

ponto P qualquer a uma distancia h de O.

constante em relacao a varidvel de integracao entao pode ser retirado de dentro da integral, logo
I=1.,—2aMzxep — 206 Myey, + (a2 + b2)/ dm
e como f dm = M, podemos escrever ainda,
I =1 — 2aMzer, — 26Myem + (a® + b2)M

Agora, lembramos que Z¢, = 0 € Y, = 0 pois o centro de massa estd localizado na origem do centro
de coordenadas. Além disso, a® + b?> = h? que é a hipotenusa do tridngulo retangulo de catetos a e b. h
é também a distancia entre os pontos P e O, ou seja, a distancia entre os dois eixos de rotagao. Assim,

finalmente escrevemos a expressao final,
I = Iy + MR?

que é o resultado que queriamos provar.
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Exemplo de aplicagao do teorema (Fig. 1.12). Aqui vamos aplicar o teorema dos eixos parelelos
para calcular o momento de inércia de duas particulas de massa m ligadas por uma haste de comprimento

L e massa desprezivel.

(a) Eixo de rotagdo em torno (b)
~do centro de massa (CM) Eixo de rotagéo em torno
" da extremidade da barra

CM % %m CM ﬁ
=1 LL % < L %

Figura 1.12: Duas massas m conectadas por uma haste de massa desprezivel. (a) eizo de rotagdo passando pelo

centro de massa (CM) da barra. (b) Eizo de rotag¢do passando por uma das extremidades de barra.

e Qual o momento de inércia I, deste corpo em torno de um eizo que passa pelo seu centro de

massa, perpendicular a haste?

O centro de massa claramente se encontra no meio da haste, i.e., em L/2. Desde que temos duas
massas localizadas, entao podemos aplicar a versao discreta da féormula para o calculo do momento de

inércia, assim segue que

L\’ L\’
Iey, = Zmlrf =m <2) +m (—2>
%

onde estamos assumindo, como sempre, que a origem do sistema de coordenadas coincide com o eixo de

rotacao. Assim, fazendo-se a dlgebra simples, obtemos

e QQual 0o momento de inércia I deste corpo em torno de um eizo que passa pela extremidade esquerda

da haste e € paralelo ao primeiro?

Desde que o exemplo é bastante elementar, podemos resolver de duas formas: aplicando diretamente a
equacao para o momento de inércia ou usando o teorema do eixo paralelo.

Usando a férmula diretamente segue que,

I= Zmi'r? =m(0)? + mL?* = mL>
i
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a desde que uma das massas coincide com o eixo de rotacdo, entdo a sua distancia é zero. A segunda
massa estd na segunda extremidade da barra entao a distancia é igual a L.

Podemos aplicar o teorema, o que leva ao mesmo resultado. De acordo com a Eq. (1.30), temos que,
I = Iy, + MK

onde h é a distancia entre o centro de massa e o eixo de rotacao. Essa distancia é L/2. Além disso,
a massa M = 2m ¢é a massa total do sistema. Assim, usando o resultado do item anterior para I,

escrevernos

I=—+42m 5 = — 4+ — =mL?

~ mlL? L\*> mL?* mL?
2 2 2

que é o mesmo resultado do item anterior. E claro que nao faz sentido usar o teorema neste exemplo,

mas existem casos em que o teorema pode simplificar bastante o trabalho.

1.6 Dinamica da Rotagao: Torque e Momento Angular

Até o momento haviamos considerado o movimento de corpos rigidos sem nos preocupar com o que causava
tal movimento. Nos limitamos apenas & descrever o movimento através das definicoes de velocidade e
aceleracao angular. Impondo uma restricao sobre a aceleragao angular, que esta deve ser constante, fomos
capazes de determinar as equagoes de movimento para este caso particular. No entanto, no caso mais
geral em que a aceleracao angular nao é constante mas assume uma dependéncia arbitraria com o tempo,
se faz necessario considerar as forcas que atuam no movimento de maneira a obter as equagoes corretas

para descrevé-lo.

1.6.1 O Torque

Da mesma forma que a massa do corpo entra nas equacoes na forma de um momento de inércia, onde a
distribuicao de massa em torno do eixo de rotacao é importante além da prépria massa, aqui teremos um
relacao entre a forca e o torque, que é o analogo da forca no caso rotacional. De fato, uma experiéncia
comum, que pode ilustrar como a forca atua no movimento de rotagao, é a abertura de uma porta. As
macanetas estao sempre localizadas o mais longe possivel das dobradicas objetivando minimizar o esforgo
feito pela pessoa ao abrir a porta. De fato, no que se refere ao movimento de rotagao, nao importa apenas
a intensidade da forca mas igualmente importantes sao a direcao, sentido e a distancia do eixo de rotagao

do corpo. Com efeito, se tentamos abrir a porta aplicando uma forga perto das dobradicas teremos usar
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uma intensidade de forca muito maior para produzir a mesma rotacdo. Além disso, também podemos
sentir a diferenga se aplicamos uma forca perpendicular ao plano da porta ou segundo qualquer outro
angulo. No primeiro caso, teriamos que fazer um esfor¢o menor em comparagao com o segundo. Assim, é
necessario definir uma grandeza que tenha o mesmo papel da forga no caso translacional mas que leve em
conta as particularidades do movimento de rotagao. Na Fig. 1.13a temos a secao transversal de um corpo
que estd livre para girar em torno de um eixo que passa por O e é perpendicular a secao transversal. Um
forca F é aplicada no ponto P, cuja posigao relativa ao ponto O é definida por um vetor posi¢ao r. As
diregdes dos vetores F e r formam entre si um angulo ¢. (Por simplicidade consideramos que a forga F

estd no plano da pégina).

@ e (b)

\ ,‘O\i e i
bragada—/
alavanca

Figura 1.13: Defini¢ao do torque. (a) Uma for¢a de mddulo F' € aplicada ao ponto P do corpo a wma distincia r
do eizo de rotacao que passa por O, perpendicular ao plano da figura. No que existe um angulo ¢ entre os vetores
F e r. (b) Decomposicio do vetor F em duas dire¢oes: perpendicular e paralela ao vetor r. Somente a componente
Fy produz a rotagdo do corpo. A componente paralela Fy apenas aplica uma tra¢do ao ponto O que € absorvida pelo

ponto fizo. (¢) Descri¢ao equivalente onde o vetor r é decomposto em dire¢des paralela e perpendicular ao vetor F.

Para determinar como a aplicacao da forca F resulta na rotagdo do corpo, decompomos F em duas
componentes. Uma delas é a chamada componente radial F,., que aponta na direcao de r. Esta compo-
nente nao causa a rotagao pois atua ao longo de uma linha que passa por O. (No caso da porta se a
puxamos em um dire¢ao paralela ao seu plano, ndo conseguimos gira-la). Em outras palavras, a compo-
nente radial apenas exerce uma tragao (ou compressao, conforme o sentido) sobre o ponto fixo O que deve
ser absorvida pelo mesmo. A outra componente, chamada componente tangencial Fy, é perpendicular
a r e possui intensidade F; = F'senf, veja a Fig. 1.13b. Esta componente é que causa a rotagdo. A

capacidade da forga girar a porta depende nao apenas da intensidade de sua componente tangencial mas
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também da distancia ao ponto O em que a forga é aplicada. Assim, para incluir estes fatores definimos

a tntensidade de torque, T da seguinte forma;:
T=rF, = Frsenf (1.31)

que é o produto da componente tangencial pela distdncia do ponto de aplicagao da forca ao eixo de

rotacao. Conforme mostrado na figura, podemos escrever o torque na forma alternativa
T=r; F=Frsenf (1.32)

onde decompomos o vetor r em componentes paralela (T‘H = rcos¢) e perpendicular (r; = rsen¢) a
diregao da forga aplicada (veja a Fig. 1.13c). A componente 7 é chamada de linha de acao de F e a
componente perpendicular r; é chamada braco de alavanca de F. Quanto maior o braco da alavanca
maior o torque produzido pela forca.

A grandeza definida nas Eqgs. (1.31) e (1.32) é andloga a magnitude da for¢a F' no caso da translagao.
Porém, sabemos que a forca é uma grandeza vetorial e, entao devemos escrever o torque como um vetor.
As Egs. (1.31) e (1.32) sao dadas pelo produto do médulo de dois vetores F e r multiplicados pelo seno
do angulo entre eles. Isto sugere o uso do produto vetorial desde que o médulo do torque pode ser escrito

na forma:

T =|r x F| (1.33)
e o vetor torque pode ser escrito, portanto, como:

T=rxF (1.34)

que ¢é a definicao do torque sofrido por um corpo sob a acao de uma forca F aplicada em um ponto P a
uma distancia r do eixo de rotacgao.

Na figura 1.14, uma haste est4 em movimento em um plano formado pelos vetores F e r e o vetor T,
perpendicular ao plano, aponta na dire¢ao do eixo de rotagao em torno do qual a haste gira. O sentido
de 7 é positivo (para cima) quando o movimento estd no sentido anti-horédrio e negativo no caso inverso.
Note que o produto vetorial ja fornece a direcao e o sentido do torque dados os vetores F e r.

A dimensao do torque é o N.m (Newton-metro) que sao as mesmas dimensoes do trabalho. Convém
notar, entretanto, que sao grandezas completamente diferentes. Em particular, o torque é um vetor ao
passo que o trabalho é um escalar. Além disso, o trabalho pode ser expresso em Joules, o que nunca

deve ser feito com as unidades do torque.
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Figura 1.14: Ezemplo de wma haste em movimento rotacional onde o vetor torque aponta para cima quando
o movimento estd sentido anti-hordrio (figura da esquerda) e aponta para baizo quando o o movimento estd no

sentido hordrio (figura da direita).

Torques obedecem ao principio da superposicao da mesma forma que ocorre para as forcas. Desta
forma, quando varios torques atuam sobre o mesmo corpo, o torque resultante (T,s) é dado pela soma

dos torques individuais.

1.6.2 O Momento Angular & 22 lei de Newton para a rotagao

No caso translacional, enunciamos a segunda lei de Newton que relaciona a forga resultante atuando em
um sistema com a variagdo do momento linear p = mv (também chamado de quantidade de movimento)
deste sistema. De fato, a segunda lei de Newton é escrita na forma:

dp
— =F. 1.35
7 (1.35)
No caso rotacional também podemos escrever a segunda lei de Newton de maneira aniloga ao mo-
vimento de translacao. No entanto, para isso precisamos encontrar a quantidade correspondente ao

momento linear. Assim, nesta secao vamos definir o chamado momento angular, que é um dos conceitos

mais fundamentais em fisica. Para isso, considere a derivada temporal do produto vetorial r x p:

d dr dp

a(rxp)zaxp—l—rxa

Relembrando que a derivada temporal do vetor posicao r é simplesmente a velocidade podemos

escrever:

d dp
a(rxp)—vxp—l—rxa
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e identificando a derivada temporal do vetor momento linear como sendo a proépria forga de acordo com

a Eq. (1.35), podemos escrever ainda,

%(rxp):vquerF.

Desde que p = mv, temos ainda,

dt(rxp):mvxv—i—er

E como o produto vetorial de vetores paralelos é zero (verifique isso!), o primeiro termo é nulo, assim:

%(rxp):er

e pela Eq. (1.34) o segundo membro é o préprio torque logo,

d
%(r Xp)=T1 (1.36)

Como T é o andlogo da forga, entdo comparando as Egs. (1.36) e (1.35), vemos que o produto vetorial

r X p deve ser a quantidade ansloga ao momento linear. Assim, definimos:
L=rxp (1.37)

como o momento angular de uma particula girando em torno de uma origem O.

A segunda lei de Newton na forma angular pode ser escrita da seguinte forma

dL

o 1.
o T (1.38)

Momento Angular para um corpo rigido em torno de um eixo fixo

A definicdo do momento angular dada pela Eq. (1.37) é para uma particula com movimento de rotagao.
A definicao do torque vale para o corpo rigido como um todo, pois envolve o vetor posicao do ponto onde
a forca atua e a forga externa. No caso do momento angular do corpo rigido temos que considerar a soma

sobre todas as particulas que compoem o corpo. Assim, escrevemos:

L=>)1

onde chamamos o momento angular do corpo rigido de L e 1; é o momento angular da i-ésima particula

do corpo. Usando a definicao do momento angular para uma particula, podemos escrever

L:Zrixpi
i
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e usando a definicao do momento linear temos ainda,
L= Z m;r; X v;
i
Mas ja deduzimos anteriormente que,
vV, =w Xry
e substituindo na equagdo para o momento angular, segue que
L= Zmiri X (w X ;).
i
Podemos novamente desenvolver o produto triplo vetorial usando a identidade vetorial,
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
Logo,
L= z:mZ [(r; rj)w — (r;-w)ry].
i
e desde que r; - r; = 7'12, podemos escrever ainda
L= Zmi [r?w — (ri-w)ri].
i

e vemos que o momento angular apresenta uma componente na direcao do vetor velocidade angular e
outra em uma diregao dada pela soma sobre os vetores posicao de todas as particulas do corpo.

Da mesma, forma que fizemos anteriormente, consideramos o caso simplificado em que o eizo de rotagao
estd firo de modo que podemos considerar que o movimento das particulas descreve um circulo em um

plano perpendicular ao vetor velocidade angular. Com isso, temos que r; - w = 0, e assim, ficamos com:

L= Z miriw
i
e lembrando da definicdo do momento de inércia,
L=1w (1.39)

e vemos que o momento angular estd na mesma direcao do vetor velocidade, que por sua vez estd na
mesma direcdo do eixo de rotacdo, que esté fixo. Assim, desde que a direcdo do eixo ndo muda, é mais

conveniente trabalhar com quantidades escalares. Assim, podemos escrever

L=1Iw (1.40)
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E, substituindo na 22 lei de Newton para o caso rotacional, temos ainda,

aL _
dt

T

e como o momento de inércia é constante, podemos escrever

dw
714 _
a7

e relembrando a definicao da aceleragao angular, temos ainda,
la=T1

Como no caso do eixo fixo, a direcao dos vetores esta na direcao do eixo de rotagao que é fixo, entao

podemos trabalhar com quantidades escalares,

T=Ia. (1.41)

1.6.3 Exemplos

1. Na figura 1.15, o volante A de raio r4 = 10 cm estd acoplado pela correia B ao volante C de raio
ro = 25 cm. Aumenta-se a velocidade angular do volante A a partir do repouso a uma taxa constante
de 1,6 md/s2. Determine o tempo para que o volante C alcance uma velocidade de rotacdo de 100 rpm,

supondo que a correia nao deslize.

Figura 1.15: Ezemplo 1. dois volantes conectados por uma correia. Veja enunciado do Exemplo 1.
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A velocidade tangencial deve ser a mesma ao longo da correia, assim v4 = veo. Mas como 14 € r¢ sdo

perpendiculares a velocidade angular, entao temos que:
WOTC = WATA-

A aceleracdo angular do volante A é constante e, da mesma forma, consideramos que aceleragao do

volante C' também é constante, assim supomos que w¢ varia de acordo com a equagao:
we(t) = we(0) + act
onde we(0) = 0. Das velocidades tangenciais, podemos escrever,
QAOTC = QAT A.
e substituindo a¢ pela relacao acima, podemos escrever

rA
we(t) = aAEt

e isolando o tempo na equacao acima, podemos escrever

rc
TAQA

t =

we(t).
E, substituindo a velocidade de rotagao de 100 rpm, a4 = 1,6 rad/ s? e os raios dos volantes, podemos

escrever

25 cm < 100 o 21 rad 1 min
= rpm
10 cm x 1,6 rad/s? P 1 volta 60 s

e fazendo os calculos, obtemos o resultado final:

t =16 s.

2. A figura 1.16 mostra um disco uniforme de massa M = 2,5 kg e raio R = 20 c¢m, montado sobre
um eiro mecanico horizontal firo. Um bloco de massa m = 1,2 kg estd pendurado na extremidade de
uma corda de massa desprezivel que estd enrolada em torno da borda do disco. Determine a aceleragdo
do bloco em queda, a acelera¢do angular do disco e a tragdo na corda. A corda ndo escorrega no disco e
nao hd atrito no eixo mecanico.

Na figura 1.16a é mostrada uma figura do sistema. A idéia aqui é relacionar as varidveis de rotacao

com as varidveis do movimento linear de maneira a obter a aceleragao do bloco em queda e a aceleragao
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(¢)

ot

v
(&)

Figura 1.16: Ezemplo 2. (a) o bloco em queda provoca a rotag¢do do disco. (b) diagrama de corpo livre para o

bloco. (c) diagrama de corpo livre para o disco.

angular do disco. Para isso, consideramos os dois sistemas (bloco e o disco) separadamente. Aplicando a

22 lei de Newton para o diagrama de corpo livre para o bloco, mostrado na Fig. 1.16b, segue que,
ma=T—F, =T —mg (1.42)

onde a e m sdo a aceleracao e massa do bloco, respectivamente. Esta aceleracao é determinada pela
diferenca entre a forga peso atuando no bloco e a forga de tracao na corda. Note que nao estamos usando
vetores porque o movimento do bloco é unidimensional. A Eq. (1.42) nao tem solu¢do uma vez que
desconhecemos a tracao T e a aceleracao a. O préximo passo, portanto, consiste na determinacao da
tragao obtida na corda. Para isso consideramos o digrama de corpo livre do disco. Vemos que a forca que
produz o torque no disco é a propria tracdo na corda. Assim, podemos aplicar a segunda lei de Newton
na forma rotacional para relacionar a tracao com o movimento de rotacao do disco, assim, considerando

que o brago da alavanca é o raio do disco R que é perpendicular a forca de tracdo podemos escrever:
T=-TR

onde o sinal menos aparece porque a tracao gira o disco no sentido horario. Pela 22 lei de Newton, temos

ainda que,

T = Igiscot
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onde Igjsco ¢ 0 momento de inércia do disco e a a sua aceleragao angular. Substituindo o valor do torque

temos ainda,
TR = _Idiscoa

O valor de Igjsco foi determinado nos exemplos resolvidos quando discutimos o momento de inércia.

O valor encontrado ¢ dado pela Eq. (1.29):

MR?
Idisco = T
e substituindo na segunda lei de Newton segue que
MR?
TR=— 5 o}

e simplificando os raios que aparecem em ambos os membros, temos ainda

M
T:—jﬁa (1.43)

Agora precisamos determinar a aceleracdo angular e tentar relacionar esta aceleracdo com a Eq.
(1.42). Para isso, lembramos que a aceleracao angular esta relacionada a aceleragao tangencial a; dada

pela Eq. (1.11b), i.e.,

e substituindo na Eq. (1.43), segue que

o M
2

a. (1.44)

E temos entdo a segunda relacao procurada envolvendo a aceleragdo e a tragao. Assim, combinando

as Eqgs. (1.42) e (1.44), obtemos entao:
ma =T —mg
ou seja,
1
ma = —§Ma —mg

e isolando a aceleracao, obtemos finalmente:

2m

__a 1.45
2m+Mg ( )
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e substituindo os valores das massas e da aceleracao da gravidade g = —9,8 m/ s2, segue que,
a=—4,8m/s* (1.46)

que é menor do que a aceleracao da gravidade.

Substituindo Eq. (1.45) em (1.44), obtemos a tragao na corda

T M 2m
~ 2 \Tomxa?

ou seja,
mM
T=—"—9. 1.47
2m+ M g ( )
e substituindo-se os valores, obtemos ainda
T=6,0N. (1.48)
A aceleracao angular do disco, é determinada via a = aR, assim segue que,
a 2m
_ e _ 1.49
“TRT Rem+M)? (1.49)
e substituindo os valores, obtemos ainda,
o = —24 rad/s”. (1.50)

3. Para derrubar um oponente de 80 kg com um golpe bdsico de judo, uma derrubada pelos quadris,
vocé deve puxar o quimono dele com uma forca ¥ tendo um braco de alavanca di = 0,30 m medido a
partir de um ponto de giro (eizo de rota¢ao) no lado direito do seu quadril (Fig. 1.17). Sua intencao é
gird-lo em torno do ponto de giro com uma acelera¢ao angular o de —6,0 md/s2 — ou seja, com uma
aceleracdo angular no sentido hordrio na figura. Suponha que o momento de inércia I do seu oponente,
relativa ao ponto de giro seja igual a 15 kg.m?.

(a) Qual deve ser a intensidade de ¥ se, antes de derrubd-lo, vocé dobrar o seu oponente para a
frente, trazendo o centro de massa dele para o seu quadril? (Fig. 1.17a)

Para determinar a intensidade da forca consideramos que ao aplicarmos o golpe, causamos uma
aceleragao angular dada por a = 7,..s/I onde I é o momento de inércia do corpo do oponente. Levando
em conta ainda que vocé aplica a forca com um braco de alavanca igual a d;, entdo o torque aplicado por
voce é dado por 7 = —d F', onde F' é a intensidade da forca e o sinal de menos indica que o movimento

resultante é no sentido horéario. Agora, considerando que eixo de rotacao coincide com o centro de massa
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Braco de alavanca

Brago de alavanca d, da forca
d; da sua puxada gravitacional
sobre o oponente -~

Centro de massa

do oponente -/ /o
/.,-‘ b ;1
Vi L
i A
- \;‘ “‘1_
A £
[, Y !.
'1‘ i { L
} F&' Fg i 3 :.\
Ny w241 || Bragode alavanca
) ) ! '.
/ ' / \ d, da sua puxada

(b)

Figura 1.17: Ezemplo 3. Uma derrubada pelo quadris numa luta de judé. (a) executada corretamente e (b)

executada de forma incorreta.

do corpo do oponente, entao a forca aplicada por vocé é a tnica atuando desde que a forca gravitacional

F, e a normal N exercida por vocé atuam no centro de massa do corpo do oponente.

Assim, o braco de alavanca destas duas forgas é zero e assim, o torque resultante é simplesmente dado

por Tres = —d1 F'. Desde que 7,.s = [, segue que,

Ia = —le

0 que nos permite escrever

e substituindo I = 15 kg.m?, a = —6,0 rad/s2 e di = 0,30 m, obtemos

F =300 N.

(b) Qual deve ser a intensidade da for¢a F se o seu oponente permanecer de pé antes de vocé derrubd-

lo, de modo que F, tenha um braco de alavanca dy = 0,12 m medido a partir do ponto de giro (Fig.

1.17b)?
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Considerando agora que a forca gravitacional tenha um brago de alavanca nao-nulo entao temos dois
torques contribuindo para o movimento do oponente. Lembramos que a forca normal, continua nao
contribuindo pois esta atua no ponto de contato entre vocé e o oponente. Assim, seu braco de alavanca
¢ nulo novamente pois o ponto de contato coincide com o ponto de giro. Assim, I« deve ser igual a
soma dos torques produzidos por vocé e pela forca gravitacional. Desde que estd ultima provocaria um

movimento no sentido anti-hordrio, entao o torque correspondente deve ser positivo. Assim, temos:
la = —Fdi + mgds

resolvendo para F', obtemos

Io ds
j A — 4
& —l—mgd1

e vemos entao que a forga gravitacional tende a aumentar o valor de F' proporcionalmente a razao dg/d;.

Ou seja, quanto maior a distancia entre o centro de massa e o ponto de aplicagdo, maior sera o esforco

para derrubar o oponente. Substituindo os valores de do = 0,12 m e m = 80 kg, podemos escrever
F=610N

que é praticamente o dobro do esforco do caso anterior.

4. O corpo da Fig. 1.18 estd pivotado em O. Trés forcas agem sobre o corpo nas diregoes mostradas:
FA =10 N no ponto A, a 8,0 m de O; Fg =16 N no ponto B, a 4,0 m de O; e Fc =19 N no ponto C,
a 3,0 m de O. Qual o torque resultante em torno de O?

A determinacgao do torque resultante pode ser feita simplesmente decompondo as forgas em compo-
nente paralela e perpendicular as linhas de acdo que ligam os pontos A, B e C a origem O. Assim,
conforme ja discutido, o médulo do torque é igual a componente perpendicular a linha de agao da forca
(componente tangencial). Vamos considerar estas componentes separadamente.

Para a forca F4 = 10 N, temos que:

Fap = Fasen(180° — 135°) = Fysen45® = ~—2 =7 1N

Para a forca Fp = 16 N, temos que:

Fpy = Fpsen(90°) = Fp =16 N
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Figura 1.18: FEzemplo 4. Corpo de forma arbitrdria onde trés forcas exercem um torque em torno do eixo que

passa por O

e finalmente, a componente tangencial de Fo = 19 N é dada por
Feoy = Fosen(180° — 160°) = Frsen20° = 6,5 N

O torque resultante é dado pelo produto da componente tangencial e o brago da alavanca de cada
uma das forcas. O bracgo da alavanca é simplesmente as distancias entre os pontos e a origem, assim,

temos que o torque resultante é dado por:
Tres = Fatra — Fpirg + Foyre

onde o sinal negativo do termo central é devido ao torque produzido por Fp causar um movimento no

sentido hordrio. Assim, substituindo as distancias dadas, segue que:

Tres =T, 1N x80m—16 Nx4,0m+6,5Nx30m=(56,8—64+19,5) N.m

Tres = 12,3 Num

5. A figura 1.19 mostra duas massas m, penduradas nas extremidades de uma haste rigida de massa
desprezivel e de comprimento L1 + Lo, onde L1 = 20 ¢m e Ly = 80 c¢m. A haste € mantida na horizontal
sobre o ponto de apoio e depois € solta. Quais as intensidades das aceleragies iniciais (a) do bloco mais
proximo do apoio e (b) do outro bloco?

As aceleragoes dos blocos devem ser iguais & componente tangencial da aceleracao a; = ar, onde r é

o brago da alavanca. Assim, a for¢a da gravidade atuando em cada massa, provoca um torque na barra
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<Ly L, -
= A —&

Figura 1.19: Veja enunciado do exemplo resolvido n°5.

em reagao ao apoio. O torque devido & massa que se encontra a uma distancia Lo em relacado ao apoio é
negativo enquanto que o torque devido a massa a esquerda, a uma distancia L é positivo. Assim, segue

que,
mgL1 —mgLo = I«

Onde I é o momento de inércia do sistema formado pela haste e as massas presas nas extremidades.

Assim, aplicando a definicdo do momento de inércia temos que,
I = Zmir? = mL? + mL3
i
E substituindo na equagao para a aceleragao angular da barra, segue que
mgLy —mgLs = (mL? + mL3)a

e resolvendo para «, obtemos:

Ly — Lo
o0=0—>+
gL%+L§

e substituindo os valores de L1 e Lo e da aceleracao da gravidade, obtemos:

0,2m—-0,8m
(0,2 m)% + (0,8 m)?

o =9,8m/s? = —8,64 rad/s”

Como é pedida a intensidade da aceleracao, isto significa que é pedido o médulo das acelerages. Assim,

usando a relacao a; = aR, escrevemos:

a1 = |a|L; = 8,64 rad/s* x 0,2 m = 1,8 m/s?

as = |a|Ly = 8,64 rad/s* x 0,8 m = 6,9 m/s*
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1.7 Leis de Conservacgao

1.7.1 Teorema trabalho-energia cinética

Com a definicdo do momento angular e o do torque, conseguimos escrever a 22 lei de Newton na forma
angular. Com isso, podemos descrever movimentos mais gerais do que aqueles em que a aceleracao
angular é constante. O torque modifica o estado de movimento do corpo produzindo uma aceleragao
angular. Sendo assim, podemos dizer que o torque introduz uma variacao na energia cinética do corpo,
através da realizacao de um trabalho. Vejamos como o trabalho aparece no caso rotacional. Para isso,

consideramos a 2? lei de Newton:

dL

rn

e aplicando o produto escalar com o vetor d@ e integrando em ambos os lados segue que:

Oy 05 dL
/ T-d0 = / dL - d@
0; o, dt

e desde que L = [w para um corpo rigido podemos escrever:

Oy 05 4
/ T-dO:I/ i
0; g, dt

o que pode ser escrito da seguinte maneira

O ty
/ T-dO—I/ dw 49 4.

7
Observe que a posicao angular 6; ¢ a posicao do instante ¢; e a posicao ¢y corresponde ao tempo ty.
Quando trocamos a diferencial na integracao precisamos fazer o mesmo com os limites de integracao.

Agora relembrando a definicao da velocidade angular instantanea, temos ainda,

O ty
/ T-dB:I/ w0 g
0; t; dt

dw
e lembrando ainda que dw = — dt podemos escrever ainda,

dt
Oy wf
/ Td@z]/ w - dw
0; wi

Desde que w - dw = w dw pois estes vetores sdo paralelos e considerando que para um dado 6; temos

uma velocidade angular w; e para um dado wy temos uma velocidade angular 6, podemos escrever:

Oy wy
/ T-dGzI/ w dw
0; w;

K3
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e fazendo a segunda integral, temos ainda,

0

onde a tltima igualdade foi obtida comparando o resultado da integragao com a definicdo da energia
cinética de rotagao.
Assim, desde que o segundo membro é a variagdo da energia cinética de rotacao, definimos a integral

no primeiro membro como sendo o trabalho realizado pelo torque externo:
Oy
W:/ T -do (1.52)
0;

no de caso de uma variacao angular de 6; a 0.
Considerando o caso simples em que o eixo estd fixo e o torque estd na mesma direcao do vetor d@,

entao podemos escrever a equacao acima na seguinte forma:
O
W = / T df (1.53)
0;
Também podemos definir o trabalho de maneira genérica usando uma integral indefinida:
W = / T df (1.54)
Substituindo-se Eq. (1.53) em (1.51), podemos escrever,
W=K;—-K;=AK (1.55)

que é o teorema trabalho-energia cinética no caso rotacional. Note que vocé ja viu uma relagao equivalente
no caso translacional’.

Note que a Eq. (1.53) pode ser simplificada no caso em que o torque é constante durante o movimento:

Oy
W—T/ df =705 — 0;) = TAS. (1.56)
0

i
Poténcia para torque constante

Podemos determinar uma férmula simples para poténcia devido a um torque constante. Para isso, vamos

retomar a definigao (1.54) derivé-la em relacao tempo:

dw d d d df

4Veja Halliday, Resnick & Walker, “Fundamentos de Fisica”, 6* ed, v.1 — capitulo 7, pg. 116.
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onde C' é uma constante de integracao. Com isso, temos finalmente:

dw  df

W—TE—TOJ

A poténcia P é definida como a derivada temporal do trabalho, assim, escrevemos finalmente:

P = rw. (1.57)

1.7.2 Conservagao do momento angular

A préxima lei de conservacao que vamos considerar é a conservacdo do momento angular. A 22 lei de
Newton,

dL

irn

relaciona os torques externos com a variacao no tempo do momento angular. Quando o torque externo
é zero T = 0, entao a derivada do momento angular é nula,

_dL

0=

L = constante. (1.58)

o que implica que o momento angular é constante. Assim, escrevemos que o momento angular em dois

instantes de tempo 7 e t; sao iguais:
L;=1L; (1.59)

Assim, vemos que se o torque externo resultante que atua sobre o sistema é nulo, o momento angular
L do sistema permanece constante, ndo importando que mudangas ocorrem dentro do sistema. As Egs.
(1.58) e (1.59) sao equagoes vetoriais, como tais, elas sao equivalentes a trés equagoes escalares para cada
uma das componentes do momento angular. Dependendo da direcao da direcao dos torques que atuam
sobre o sistema, o momento angular pode ser conservado em uma ou duas direcbes mas nao nas trés
diregoes. Sendo assim, se a componente do torque externo resultante ao longo de uma certa direcao for
nula, entao a componente do momento angular ao longo deste eixo nao ira variar, ou seja, a componente
do momento angular sera conservada.

Para um eixo qualquer, a lei de conservagdo do momento angular em relagao a este eixo serd dada

por,
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Iiwi = If(df wyr = %wi (1.60)
f

A Eq. (1.60) se refere a uma situagdo onde um corpo em rotagao em torno de um eixo fixo, sofre
uma redistribuicao de massa modificando seu momento de inércia. Neste caso, se 0 momento de inércia
I+ ap6s esta redistribuicao é maior do que o momento de inércia inicial I; entao a Eq. (1.60) garante que
a velocidade angular serd alterada para um valor wy > w;.

Existem vérios exemplos deste tipo de situacao. Dentre estes exemplos citamos o caso de um voluntario
sentado em um banco que pode girar livremente em torno de um eixo vertical (veja a Fig. 1.20). O
voluntério, em rotagao segura dois halteres em seus bracos abertos. O seu vetor momento angular esté ao
longo do eixo de rotagao vertical, apontando para cima. Quando o voluntario fecha os bracos, trazendo os
halteres para junto do corpo, este causa uma reducao do seu momento de inércia pois a massa agora esta
mais concentrada em torno do eixo de rotagdo. Como resultado, observamos um aumento da velocidade

angular do voluntéario. Note que o vetor momento angular deve permanecer o mesmo nas duas situagoes

desde que nao existem torques externos.

~
Qo
~
t~

(b) L

Eixo de rotacao

Figura 1.20: (a) O voluntdrio estd sentado em um banco giratdrio seqgurando dois halteres com 0s bragos esticados.
Seu momento de inércia € grande devido a distribui¢do de massa estar distante do eizo vertical de rotagao. (b) O
estudante coloca os halteres prozimo ao corpo reduzindo o momento de inércia. Como resultado observamos um
aumento da velocidade angular que compensa a redug¢do do momento de inércia. Com isso o momento angular do

sistema € 0 mesmo para 0s dois casos.

Um segundo exemplo de conservagdao de momento angular é o salto um trampolim. Na figura 1.21
temos um desenho de uma mergulhadora dando um salto mortal e meio para a frente. Como é de se

esperar o centro de massa da mergulhadora segue uma trajetéria parabdlica. Ela parte do salto com um
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momento angular bem definido, em torno de um eixo que passa por seu centro de massa, representado
por um vetor L que penetra no plano da péagina. Quando a mergulhadora traz os bracos e pernas para
perto do corpo, reduz seu momento de inércia e aumenta a sua velocidade angular do mesmo modo que

no caso anterior.

Figura 1.21: Mergulhadora traz os bragos e pernas para perto do corpo, diminuindo seuw momento de inércia e

aumentando a velocidade angular devido a conservagdo do momento angular.

Outros exemplos de conservagao do momento angular podem ser apreciados no livro do Halliday e
do Moysés. A seguir, consideramos alguns exemplos ilustrativos de aplicagdo das leis de conservagao

apresentadas nesta segao.

1.7.3 Exemplos

1. (a) Se R=12 e¢m, M =400 g e m = 50 g na Fig. 1.16, determine a velocidade do bloco depois de ele
ter descido 50 cm partindo do repouso. Resolva o problema usando principios de conservagao da energia.
(b) Repita o item (a) com R = 15,0 cm.

(a)

A conservagao da energia nos diz que a variagao na energia potencial gravitacional do bloco de massa
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m é igual a energia cinética de rotacao do disco mais a energia cinética de translacdo do bloco. Assim,

considerando que o bloco desce uma distancia h, escrevemos:

1 1
mgh = §Idiscow2 + imv2.

Note que o termo mgh é o trabalho executado pela forca gravitacional sobre o bloco. Como v = wR

temos ainda:

1 1
mgh = 2—R2Idiscov2 + §mv2

e isolando a velocidade do bloco, temos ainda,

ou ainda,

e substituindo os valores segue que

4 x50 x 1073 kg x 9,8 m/s? x 50 x 1072 m
v =
400 x 1073 kg + 2 x 50 x 103 kg

v=1,4m/s

que é a resposta final.

(b)

Este item fornece a mesma resposta visto que a velocidade do bloco nao depende do raio do disco.

2. Uma casca esférica uniforme de massa M e raio R gira em torno de um eixo vertical sobre mancais
sem atrito. Uma corda de massa desprezivel passa ao redor do equador da casca, gira uma roldana com
imércia a rotacao I e raito r e estd presa a um pequeno objeto de massa m. Ndao hd atrito no eixo da
roldana e a corda nao desliza sobre a roldana. Qual a velocidade escalar do objeto apds cair uma distancia

h partindo do repouso? Use consideragdes gerais.



62 CAPITULO 1. ROTACAO DE CORPOS RIGIDOS

Da mesma forma que foi feito no exemplo anterior, consideramos que toda a perda de energia potencial
q P ) q p p
(mgh) é transformada em energia cinética, isso é correto desde que nao consideramos atrito no eixo da

roldana e a corda nao desliza. Assim, temos que:
1 1 1
2 2 2
mgh = 2 Cascawcasca + IrOldanawroldana + §mv
Desde que a corda nao desliza, entao a velocidade linear do bloco deve ser a mesma ao longo de toda
a corda. Assim, podemos trocar as velocidades angulares da casca e da roldana pela razoes wyoldana = /7
€ Weasca = U/ R, assim, segue que:

L, v 1 v? 1
mgh = 2 ca.scaR2 + Iroldana 2 + 2mv2

Figura 1.22: Veja exemplo 2.

Considerando que os momentos de inércia da casca e da roldana sao dados por:

Iroldana =1

2
Icasca = gMR2

e substituindo estes dados na equacao de conservacao, segue que

v? 1 02 1
_ 1z 2 I— 19
mgh = MR o2 + = 2 + 5™

1 1
mgh = ng + = Iv——i— 2mv2
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e resolvendo para v, obtemos:

mgh 2gh
v = =
1 117 1 2M I
Mgz eI
3 +2r2+2m 3m+m7‘2+

que é o resultado final. Note que quando I e M = 0 obtemos o resultado v = v/2gh que é o resultado
que seria obtido quando o bloco estd em queda livre.’

Antes de encerrar este problema, ¢é ilustrativo demonstrar o calculo do momento de inércia da casca
esférica que foi usado na resolucao deste problema. Da mesma forma que nos casos anteriores, conside-
ramos que a casca esférica tem distribuicao de massa homogénea. Isso nos permite escrever o elemento

diferencial de massa em termos do elemento de drea dA da seguinte forma:

M

dA

Supomos que a casca esférica estd centrada na origem do sistema de coordenadas de modo que o eixo
de rotacdo é o eixo z. O elemento de 4rea da casca esférica de raio R é simplesmente dA = 2w R? sen 6 d#,
onde 6 é o angulo entre o eixo z e o raio vetor ligando um elemento de area a origem. Este angulo varia de
0 a 7. Assim, desde que a distancia r entre o elemento de drea e o eixo de rotagéo é dada por r = Rsen 6.

Com isso, o momento de inércia da casca esférica pode ser escrito na forma,

M N . M N . :
Lcasca = /M r? dm = M/ATQ dA = Py /0 r? 2nR%sinf df = i /0 R%sin? 0 2rR?sin 6 df
ou ainda,
M 2 ™ M 2 ™ M 2 T lis
IcascaZQR/ sin® 0 df = 2R / (1 —cos?0)sinf do = 2R [/ sin 6 d9—/ cos? 0 sin 0 dﬁ}
0 0 0 0

2 3917
Teascn = MR ([ — Ccos 9]3 + [COZ 0} )
0

Icasca = 9

MR2[ 1 1] _ MR*4

9__-_°=
3 3 2 3

5Isso é facilmente visto considerando a Eq. de Torricelli,
v? =g + 2aAy
e considerando que o bloco parte do repouso entdo vo = 0. Além disso, a = —g e Ay = —h, assim, temos:

v® =0 —2g(—h) v = /2gh.
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2
Icasca = gMRz

que é o resultado que gostariamos de demonstrar.

3. Um corpo rigido € formado por trés hastes finas idénticas cada uma com comprimento L, fixadas
umas as outras na forma de uma letra H (Fig. 1.23). O corpo tem a liberdade de girar em torno de um
eixo que passa por todo o comprimento de uma das pernas do H. Permite-se que o corpo caia do repouso
a partir de uma posi¢do na qual o plano do H estd na horizontal. Qual a velocidade angular do corpo

quando o plano do H estiver na vertical?

Figura 1.23: Veja exemplo 3.

Aqui novamente aplicamos o principio da conservagao da energia. Quando o corpo cai, ocorre uma
perda de energia potencial gravitacional e um ganho correspondente na energia cinética de rotagao.
A soma destas duas contribuicoes deve permanecer a mesma, assim, assumindo que o zero da energia

potencial estd na posicao horizontal, entao temos que:

MgL 1_,
I T =
9 —1—2 w 0

onde consideramos o fato de que o centro de massa do corpo que fica situado no meio da haste horizontal,
cai a uma distancia de —L/2 onde L é o comprimento da haste. Isolando w podemos determinar o
valor da velocidade angular do corpo quando o plano do H estiver na vertical. No entanto, ainda
precisamos determinar o momento de inércia corpo em torno do eixo de rotagao. Temos duas contribuicoes
a barra perpendicular e a barra paralela a uma distancia L da barra por onde passa o eixo de rotagao.

Considerando que o corpo todo tem massa M, entao se esta massa esta distribuida uniformemente sobre
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todo o corpo, cada haste contribui com M /3 da massa total. Assim, para a haste paralela temos:

M
Ipaural:/7’2 dm:gL/Tz dx

onde a densidade linear de massa é igual a u = M/3L. A distancia entre o elemento de massa e o eixo
de rotagao é constante e igual a L, assim, podemos escrever:

M M 1
Lol = [ 72 d :LQ/d = —[°’L=-MIL?
paral /7’ Y Y 3

Agora precisamos determinar o momento de inércia da haste perpendicular ao eixo de rotacao. Para
isso, usamos o teorema do eixo paralelo, onde consideramos um eixo passando pelo centro de massa da

haste que fica no seu ponto médio. Assim,

M (L\? ML> MIL?
Iperp:Icm"f’* e - — +

3 \ 2 312 12

ou ainda,

ML?
Iperp = T

Assim, o momento de inércia total, serd a soma destas duas contribuicoes:

2 2
%+ML :éMLZ
3 9 9

I= Iparal + Iperp =
e substituindo este valor do momento de inércia na equagao para a conservacao da energia, segue que:

_?+§§ML°J =0

9 3 /g
w = — = 4/ =.
Var ~ 2V L

4. Uma pista de trenzinhos € montada em cima de wma roda grande que pode girar livremente com

ou ainda,

atrito desprezivel em torno de um eizo vertical. (veja Fig. 1.2/). Um trem de brinquedo é colocado
na pista e, com o sistema inicialmente em repouso, liga-se a corrente elétrica. O trem alcanca uma
velocidade v em relacdo a pista. Qual a intensidade da velocidade angular da roda se sua massa for M

e seu raio for R. (Trate a roda como um aro, e despreze a massa dos raios e do cubo da roda.)
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Figura 1.24: Veja exemplo 3.

Devemos usar a conservacao do momento angular. Assim, como o trem parte do repouso e nao ha
torques externos, entao o momento angular inicial é nulo e deve também ser o valor do momento angular
final, constituido por uma soma do momento angular do trenzinho de brinquedo e o momento angular
da roda. Além disso, observamos que o momento angular estd dirigido ao longo da direcao vertical.

Considerando que o momento angular do trenzinho de brinquedo é positivo, segue que:
Lirem + Lroda = 0.
ou,
mv' R — Tw = 0.

onde w ¢ a velocidade angular da roda que se movimenta no sentido horario em relagao a um observador
parado. v’ é a velocidade do trem em relagdo ao observador parado. O enunciado do problema nos
diz que o trem tem uma velocidade v em relacao & roda, assim, precisamos escrever v’ em relacao a este

referencial. A velocidade v’ é nula quando as velocidades da roda e do trem sao iguais, assim, escrevemos:

v =v—wR

esta expressao nos diz que a velocidade em relagao a roda é maior do que em relacao ao observador parado
porque a roda estd se movendo em sentido contrario. Substituindo este valor na equacao de conservagao

do momento angular, segue que
m(v —wR)R — Iw = 0.
ou ainda,

muR — mwR? — Tw = 0.
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O momento de inércia da roda ja foi determinado anteriormente, desde que estamos considerando que

o mesmo pode ser aproximado por um aro de raio R e massa M. Assim, dos resultados anteriores temos:
I =MR?
assim, obtemos:
muR — mwR? — MR*w = 0.

e resolvendo para w segue que:

muR
(m+ M)R?

ou

m v
YT M (E) '

5. Uma haste uniforme de 0,50 m de comprimento e massa igual a 4 kg pode girar em um plano
horizontal em torno de um eixo vertical passando pelo seu centro. A haste estd em repouso quando uma
bala de 3,0 g se deslocando no plano horizontal da haste é disparada para dentro de uma extremidade da
haste. Quando vista de cima, a dire¢ao do vetor velocidade faz um angulo de 60° com a haste (veja a figura

1.25). Se a bala ficar alojada na haste e a velocidade angular da haste for de 10 rad/s imediatamente

apds a colisao, qual serd o mdédulo da velocidade da bala imediatamente antes do impacto?

Eixo

Figura 1.25: Veja exemplo 3.

Novamente, como nao temos torques externos, podemos entao usar a conservacao do momento angular

neste problema. Aqui precisamos lembrar do que foi dito a respeito do momento angular no inicio desta
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secao. Para determind-lo precisamos da sua definicao para uma particula com momento p movendo-se

em torno de um ponto, assim:
L=rxp

e considerando a origem do sistema de coordenadas coincidindo com o eixo de rotagao da barra, podemos

decompor o momento da seguinte forma
P =pcos¢ X+ psing y

e o vetor posicao, neste caso ¢ dado por

S .
r=—x
2

que aponta no ponto de impacto da bala, note que estamos considerando que a barra tem um comprimento

S. Assim, no momento do impacto temos o momento angular da bala:
S . . . .
L= X% (pcos¢ X+ psing y)
e assim, fazendo o produto vetorial, ficamos com
L= 7™ sin ¢ z

onde trocamos p = mv o médulo do momento linear da bala. Vemos entao que o momento angular é
dirigido ao longo do eixo de rotacao, saindo do plano do papel. Assim, como o movimento estd restrito
ao plano podemos trabalhar apenas com as grandezas escalares.

Quando a bala atinge a barra todo o momento angular da bala é transferido para a barra que comeca

a girar. Assim, se o momento angular da barra é Iw, entdao escrevemos:
S .
5 musin ¢ =1w

onde I é o momento de inércia da barra em torno do eixo perpendicular ao seu centro mais a contribuicao

da bala que estd alojada na barra. De acordo com a definicao do momento de inércia, o momento angular
2

da bala é simplesmente mz Assim, desde que Ipaa = MS?/12, podemos escrever,

§mvsin¢ = mS—2 + MS* w
2 B 4 12

ou ainda,
6musing = (3mS + MS)w

e resolvendo para v obtemos ainda,

(3m + M)wS 3
=—F—=1,2 1
v Grmsing ,29 x 10° m/s
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1.8 Movimento de Rolamento

1.8.1 Rolamento como uma combinacao de translacao e rotacao

Até o momento consideramos, para simplificar o estudo da rotagdo, que os nossos objetos de estudo
tinham apenas movimento rotacional, considerando que o eixo rotacao é fixo. Agora vamos relaxar esta
restricao e considerar que o eixo de rotagao estd em movimento. Neste caso, podemos ter movimentos
mais complicados e o um deles é o movimento de rolamento. O movimento de rolamento é composto
por um movimento de translacdo do centro massa (cm) e um movimento de rotacdo do corpo em torno
de c¢m. Isso pode ser observado na Fig. 1.26 ilustrando o movimento de uma roda. O ¢m localizado no
centro da roda tem uma velocidade v.,, enquanto a roda gira de um angulo de #. Note que a distancia
linear percorrida pela roda é s. Também observamos que o ponto P de contato entre a roda e a superficie
também percorre a mesma distancia s. A relagao entre este deslocamento linear e o deslocamento angular

é dado por:
s= R0 (1.61)

onde R é o raio da roda e 6 é o angulo descrito pela mesma.
A velocidade linear da roda v, é definida como a derivada do deslocamento linear em relagdo ao

tempo, i.e., ds/dt. A velocidade angular w da roda é df/dt. Assim, derivando Eq. (1.61), segue que:

i $ i

Figura 1.26: O centro de massa O de uma roda percorre uma distincia s com velocidade vopy enquanto que a
roda gira de um angulo 6. O ponto P de contato entre a roda e a superficie na qual estd rolando também percorre

uma distancia s.

Ve = WR (1.62)
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A Fig. 1.27 mostra que o movimento de rolamento é uma combinagdo de um movimento puro de
translagdo com um movimento puro de rotagao. A Fig. 1.27a mostra o movimento puro de rotagao (como
se o eixo de rotagao estivesse estaciondrio): todos os pontos da roda giram com velocidade angular w
em torno do centro. Todos os pontos na periferia da roda apresentam uma velocidade linear de médulo
vem dada pela Eq. (1.62) com sentido tangente a circunferéncia da roda (este é o movimento que temos
discutido até agora). A Fig. 1.27b mostra o movimento de translagao pura, onde todos os pontos da roda
apresentam velocidade iguais a Ve, com sentido e direcdo também iguais. E como se a roda estivesse
escorregando sobre a superficie sem atrito. A combinacao dos movimentos apresentados nas Figs. 1.27a
e 1.27b é o rolamento da roda mostrado na Fig. 1.27c. Observe que nesta combinagdo de movimentos, a
velocidade na extremidade inferior da roda no ponto P é zero enquanto que na parte superior da roda,
no ponto 7', a velocidade é o dobro da velocidade da velocidade no centro de massa. Este ponto tem
a maior velocidade do que qualquer outro ponto na roda. Qualquer movimento de rolamento pode ser

decomposto como a soma de um movimento de rotagao e outro de translagdo como foi feito na Fig. 1.27.

(@) Rotagio pura ofe (b) Translacio pura — (¢) Rolagem
V= va F= E;m ?: 2?(3”1

= 7 -

LI %

Figura 1.27: O movimento de rolamento de uma roda como uma combinacdo de um movimento de rotag¢ao pura
e um movimento de translagdo pura. (a) Movimento de rotagao pura: todos os pontos da roda se movem com a
mesma velocidade angular w. Todos os pontos da borda da roda se movem com a mesma velocidade linear v = Ve, .
Sdo mostradas as velocidades lineares de dois destes pontos, na borda de cima (T) e na borda de baizo (P) da roda.
(b) Movimento de translagdo pura: todos os pontos da roda se movem para a direita com a mesma velocidade linear

Vem- (¢) O movimento de rolamento da roda é uma combinagao de (a) com (b).

1.8.2 Rolamento como uma Rotagao Pura

Outra maneira de descrever o movimento de rolamento é através de uma rotacao pura em torno de um

eixo que passa pelo ponto de contato da roda com a superficie sobre a qual a roda esta rolando, conforme
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mostra a Fig. 1.28.

Eixo de rotacao

Figura 1.28: O rolamento pode ser visto como uma rotacdo pura, com velocidade angular w, em torno de um eixo
que sempre passa por P. Os vetores mostram as velocidades lineares instantaneas de pontos escolhidos da roda.

Estes vetores podem ser obtidos combinando os movimentos de translacao e rotagao como na Fig. 1.27.

Para mostrar que de fato o movimento pode ser visto desta forma, podemos determinar a velocidade

linear vy no topo da roda, no ponto T'. Assim, escrevemos,
vV =w XTI
e como todos os vetores sao perpendiculares, podemos simplesmente escrever,
v = Wry
onde rpr é médulo do vetor saindo da origem, que estd em P, até o ponto T. Assim, rp = 2R, logo,
v = 2wR = 204,

em concordancia com a Fig. 1.27b.

1.8.3 Energia Cinética de Rolamento

Vamos determinar a energia cinética para a roda em rolamento do ponto de vista de um observador
estaciondrio. Quando consideramos o rolamento como uma rotacao pura em torno do ponto P, entao a

energia cinética é dada por,

K=-Ipw
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onde Ip é o momento de inércia em torno de um eixo passando pelo ponto P e w é a velocidade angular

da roda. Pelo teorema do eixo paralelo, podemos determinar o momento de inércia Ip:
Ip = Iy + MA?

onde I, é o momento de inércia em torno de um eixo passando pelo centro de massa da roda, M é a
massa total da roda e h é a distancia entre os eixos passando por P e pelo centro de massa. Assim, como

a distancia entre os eixos é igual ao raio da roda, temos entao:
Ip = I + MR?
e substituindo na equacao para a energia cinética, segue que:

1 1
K= §Icmw2 + EMRQUJQ

e como wR = vgy, pela Eq. (1.62), temos ainda:

1 1
K= ilcmwQ + infm (1.63)

E vemos entao que a energia cinética é composta de duas parcelas: a primeira correspondendo ao
movimento de rotagao pura em torno do centro de massa e a segunda devido ao movimento de translagao

pura, como se a roda fosse uma particula de massa M com velocidade vgp,.

1.8.4 As forgas do Rolamento

Se a roda da Fig. 1.27 rola com velocidade constante ndo hé deslizamento no ponto de contanto da
roda com a superficie sobre a qual ela rola, o ponto P no desenho da roda na a Fig. 1.27c. No entanto,
se tentamos acelerar a roda, o que significa aumentar a velocidade do centro de massa no sentido do
movimento, também tendemos a aumentar a velocidade de rotacdo o que implica em uma aceleragao
angular. Neste caso, a roda tende a deslizar sobre a superficie no ponto P. Podemos ver isso facilmente
aumentando a velocidade de uma bicicleta em uma superficie com pouco atrito, “a bicicleta patina” quando
tentamos colocéd-la em movimento. No caso geral, uma forca de atrito aparece no ponto P que se opoe
a tendéncia de deslizar da roda. Assim, como nao ha movimento, esta forga de atrito, é uma forca de
atrito estatico. Nesta condigao, é bastante simples determinar qual é a relagao entre a aceleragao a., do
centro de massa e a aceleragdo angular da roda a. Para isso, basta derivar a Eq. (1.62) em relagao ao

tempo, mantendo-se R constante, assim:
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Ve, dw
dt  dt
ou seja,
Aem = R (1.64)

véalida somente quando o rolamento é suave, ou seja, sem deslizamento.

Na figura 1.29a temos uma ilustracao de uma roda em um plano horizontal, onde o centro de massa
da roda sofre uma aceleracao para a direita. Note que aparece uma forca de atrito estatico fs dirigida
para a direita. Isso ocorre porque o aumento da velocidade no ponto de contato da roda é dirigida para

a esquerda e o deslizamento também seria neste sentido.

Rolamento em uma rampa

A Fig. 1.29b mostra um corpo redondo e uniforme descendo uma rampa de inclinacao dada pelo angulo 6.
Queremos obter uma expressao para a aceleragao do centro de massa objeto ao longo da direcao, paralela a
rampa. Para isso, precisamos determinar as forgas que estao atuando no sistema. Primeiramente, devido
a massa M do objeto, temos a contribuicao da forca gravitacional F, dirigida na direcao vertical para
baixo. Esta forca é decomposta em duas componentes: perpendicular a rampa (F, cos #), que é equilibrada
pela forca de reacao normal F y & rampa e uma segunda, F}, sin 6, que tende a acelerar o corpo no sentido
negativo do eixo x. Além disso, temos a forca de atrito estatico que suprime o deslizamento que poderia
ocorrer no sentido negativo do eixo x. Assim, estd forca aponta no sentido positivo do eixo x.

A soma das forcas na direcao = deve ser equivalente & aceleracao do centro de massa, assim escrevemos:
fs — Mgsinh = Maey, (1.65)

onde F; = Mg é o médulo da forca gravitacional. Ainda nao podemos determinar a aceleragao do centro
massa porque nao conhecemos a forca de atrito estatico. No entanto, ainda podemos aplicar a 22 lei de
Newton na forma angular, desde que temos o movimento de rotagao. Para isso, usamos a lei de Newton

na seguinte forma:
Tres = L

onde Tyes € 0 torque resultante sobre o objeto. Temos entao que analisar as diversas contribuigoes para o

torque. O primeiro requisito para a existéncia do torque é que a forga precisa ter um brago de alavanca
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b) ™

Figura 1.29: (a) Uma roda rola horizontalmente sem deslizar com uma aceleragdo linear acm. Uma for¢a de
atrito estdtico fs atua sobre a roda em P, impedindo o deslizamento. (b) Um corpo redondo uniforme de raio R
rola para baizo em uma rampa. As forcas que agem sobre ele sdo a forca gravitacional Fy, a for¢ca normal Fy e a
forca de atrito £, que aponta para cima ao longo da rampa. (Para maior clareza o vetor F n foi deslocado ao logo

de sua linha de a¢do até sua origem coincidir com o centro do corpo.)

em relacdo ao centro de massa, desde que o eixo de rotacdo estd situado no centro de massa. Assim,
vemos que as componentes da forca gravitacional, nao exercem torque pois atuam diretamente sobre o
centro de massa. O mesmo ocorre com a normal, que embora atue no ponto de contato, possui linha
de acgdo passando pelo centro de massa. Assim, a unica forca restante é o atrito que tem um brago de
alavanca igual ao raio do objeto, assim, como esta atua perpendicularmente e produz um movimento no

sentido anti-horario, temos:

Tres = fs R
e substituindo na 2% lei de Newton, obtemos:

[sR = Ipa

Mas como estamos considerando movimento com rolamento suave, entdo a Eq. (1.64) se aplica neste
caso, mas com uma diferenca de sinal, desde que a., aponta no sentido negativo de x e « é positivo

desde que o objeto gira no sentido anti-horario®. Assim, segue que:

aR = —aem

e como aem < 0 com o menos na frente « fica positivo.
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e substituindo 22 lei de Newton, escrevemos,

Qem
fs = _Icmﬁ (166)

onde isolamos a forca de atrito estatico passando o R para o segundo membro. Assim, substituindo (1.66)

em (1.65) segue que:

I
—é—?acm — Mgsinf = Maen,
ou ainda,
Icm . 9 _
_Wacm — gsmbv = acem
e isolando a aceleracao do centro de massa, vamos obter:
gsin 6
Gem = ————F — (1.67)
1 + cm
M R?

A Eq. (1.67) permite determinar a aceleracao do centro de massa de qualquer objeto rolando em um

plano inclinado de um angulo 6.

O movimento de um I6i6

Um i0i6 apresenta um movimento similar ao caso do plano inclinado, exceto que o movimento se da ao
longo da corda que faz 90° com a diregdo horizontal, veja a Fig. 1.30. Além disso, a forga de tragao na
corda faz as vezes da forca de atrito se opondo ao deslizamento do i0i6 quando este desce a corda. Assim,

aplicando a 2% lei de Newton para o centro de massa, temos:
T—Mg= Macm

onde M é a massa do i0i6. Aplicando agora a segunda lei de Newton na forma angular, lembrando que

apenas a forca de tracao produz um torque com brago de alavanca Ry, temos entao:

7= Ima TRy = —Icmac—m logo,
Ry

Aem
T - _IcmFg

Note que a iltima igualdade envolve o raio do eixo onde estd enrolado o fio. Isto porque quando o i0i6
da uma volta o deslocamento é s = Ry, ou de maneira equivalente, o comprimento do fio desenrolado é
dado pelo perimetro do eixo onde o frio estd enrolado.

Substituindo a tragdo na primeira equagao, obtemos finalmente:

9

-7 1.68
1+ Iey/MR3 (1.68)

Qem =
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/iy
wod

£
(@ )

Figura 1.30: O rolamento pode ser visto como uma rotacdo pura, com velocidade angular w, em torno de um eizo
que sempre passa por P. Os vetores mostram as velocidades lineares instantaneas de pontos escolhidos da roda.

Estes vetores podem ser obtidos combinando os movimentos de translagao e rota¢do como na Fig. 1.27.

1.8.5 Exemplos

1. Na Fig. 1.51, uma bola de massa M e raio R rola suavemente, a partir do repouso, descendo uma

rampa e passando por uma pista circular com 0,48 m de raio. A altura inicial da bola é h = 0,36 m. Na

parte mais baiza da curva o mdodulo da forca normal que a pista exerce sobre a bola € 2,00Mg. A bola é

formada por uma casca esférica externa (com uma certa densidade uniforme) e uma esfera central com

uma densidade uniforme diferente. O momento de inércia da bola é dado pela expressio geral I = BMR?,

mas B nao € igual a 0,4, como no caso de uma bola de densidade uniforme. Determine o valor de (3.
Do principio de conservagao de energia temos que,

1 1
Mgh = ilcmoﬂ + §M1)2

desde que a bola perde energia potencial gravitacional ganhando energia cinética tanto de translagao
quanto de rotagao. Quando a bola estd na parte mais baixa da curva, a forca normal exercida pela
superficie sobre a bola, provoca uma aceleracao centripeta do centro de massa, aey, = Mv?/r, onde r é o

raio da trajetéria e v a velocidade do centro de massa. Além disso, temos que considerar o peso da bola
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Figura 1.31: Veja Exemplo 1.

devido a gravidade, assim equacionando estas forcas, segue que:
Maem, :FN—Mg:Mz;2
Desde que o movimento é de rolamento suave, temos uma relagao entre a velocidade linear v e a
velocidade angular w dada pela Eq. (1.62): vy, = v = wR. Além disso, de acordo com o enunciado do
problema, Fy = 2M g, assim substituindo na 2% lei de Newton, obtemos:

w?R?

r

Mg=M

0 que nos permite escrever a velocidade angular como:

logo,
v? = w?R? = gr

e substituindo v e w na Eq. para conservagao da energia, obtemos:

1
Mgh = 31, gr

1
m e T Mar

ou ainda,
2MhR? = I,,,r + MrR?

e isolando I, obtemos ainda:
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e escrevendo I, = I = M R?, obtemos ainda:

logo,

que é uma relagao que permite determinar o momento de inércia da bola. Substituindo os valores da

altura h e do raio r, obtemos:

2x0,36 m
8= 08 m 1=0,50

2. Um cilindro macico de raio 10 cm e massa de 12 kg parte do repouso e rola para baizo uma distancia
L =6,0 m sem deslizar, em um teto inclinado de um dngulo de 30°. (a) Qual é a velocidade angular do
cilindro em relagdo ao seu centro ao deizar o teto? (b) A borda do teto estd a uma altura H = 5,0 m. A

que distancia horizontal da borda do teto o cilindro atinge o chdo?

Figura 1.32: Veja Exemplo 2.

(a)
Para determinar a velocidade angular do cilindro quando este deixa o telhado é necessario determinar

primeiramente a aceleracao do centro de massa através da Eq. (1.67):

gsinf
Aem = _—I
cm

1
MR
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onde I, = MR?/2, assim segue que:

gsin6 2
acmz—il—i_ VR z—ggsmG
2M R?

Considerando rolamento suave, podemos determinar a aceleragao angular:

Aem, = R
logo,
Aem 2 0o
o= — = —g¢sin
R 3RY

Agora precisamos determinar o tempo que o cilindro gasta para deixar o telhado. Podemos fazer isso

usando a equagao:
a.o
r = xg9 + vot + §t
e substituindo a pela aceleragao do centro de massa a..,, segue que:
12
T = x0 + vot — == gsin Ot?
0+ vo 539
e considerando que o cilindro parte do repouso, entao vy = 0, logo,
1
T = 20 — —gsin Ot?
3
além disso, supondo que o cilindro parte da origem zy = 0 e deixa o telhado na posigao z(t) = — L, temos:
]_ . 2
—L=0—-gsinbt
3
0 que nos permite determinar o tempo que o cilindro gastou para sair do telhado:

T
~\/ gsin®’

Com este tempo determinado, podemos calcular a velocidade angular do cilindro neste instante:

w(t) = wo + at

e como o cilindro parte do repouso entao wy = 0, logo, substituindo o tempo ¢ e a aceleragao angular «,

obtemos:

3L
gsind

w(t) = %gsin@ X
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1 /4
w= = ggLsiHH

Agora, substituimos os valores correspondentes:

1 4
“mem—zm\/g x 9,8 m/s x 6,0 m x sin 30°

ou seja,

w = 62,6 rad/s.

(b)

Agora temos que determinar a distancia horizontal da borda do teto onde cilindro atinge o chdo. Para
isso, notamos primeiro que se trata de um problema de lancamento de projéteis. Assim, o cilindro se
desloca na direcao horizontal com velocidade constante e na direcao vertical com aceleracao constante e
igual a —9,8 m/ s?. Primeiramente notamos que a velocidade inicial com que o cilindro deixa o telhado

é simplesmente o valor final da velocidade do percurso da rampa, assim,
vop = Rw =10 x 1072 m x 62,6 rad/s = 6,3 m/s.
A velocidade inicial deve ser decomposta nas diregoes x e y, assim, temos:

Vor = —vpcos30° = 5,4 m/s

voy = —vosin30° = 3,1 m/s
As equagoes para os movimentos nas direcoes x e y sdo dadas por:

x(t) = —vpgt

y(t) = —voyt — th

onde o sinal menos em vy, indica que a velocidade estd dirigida para a esquerda e em v, indica que
esta estd dirigida para baixo. Para determinar a distancia que o cilindro percorre na direcao x devemos
determinar o tempo que o cilindro leva para cair a altura H, assim, trocando y por —H (para baixo y é

negativo) na equagao acima, obtemos:

9,2
—H = —vpyt — 51&
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e resolvendo para t, obtemos:

t pu—
2 X g
2
ou ainda,
—Voy + 4 /vgy +29H
t=
g

note que desprezamos a raiz negativa, pois o tempo negativo aqui seria um instante anterior ao inicio da
contagem do tempo e portanto, nao faz sentido pois o cilindro esta no telhado e nao no chao. Substituindo

este tempo em x(t) segue que:
x(t) = —vpgt

ou ainda,

VozV0y — Voz 4 /vgy + 29H

g

x(t) =

que ¢ a relacao procurada. Substituindo os valores correspondentes, vamos obter:

5,4m/s x 3,1 m/s —5,4m/s x \/(3,1 m/s)2 +2x 9,8 m/s> x 5,0 m
N 9,8 m/s*

(t)
ou ainda,
x(t) = —4,0 m.

Esta é posicao do cilindro, a distancia é modulo da posicao que ¢ igual a 4,0 m a esquerda da casa.

3. Na figura 1.33 uma forca horizontal constante F .y, de médulo 10 N € aplicada a uma roda de massa
de 10 kg e raio 0,30 m. A roda rola suavemente na superficie horizontal, e o mddulo da aceleragdo do
centro de massa € 0,60 m/sQ. (a) Em termos dos vetores unitdrios, qual € forca de atrito que age sobre
a roda? (b) Qual é o momento de inércia da roda em relagdo ao eizo de rotacdo que passa pelo centro da
massa?

(a)

Este item é bastante simples, basta aplicar a 2% lei de Newton no centro de massa. Temos duas forcas

atuando, a primeira ¢ a forca aplicada F,p, = FyppX € a segunda ¢ a forca de atrito que atua no ponto de
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Figura 1.33: Veja Exemplo 3.

contanto da roda com a superficie. A roda tende a deslizar no sentido positivo do eixo x devido & forga
F,pp. Assim, a forca de atrito estd apontando no sentido negativo do eixo x, logo temos que fs = — f,x.

A soma destas forcas deve ser igual & aceleracao do centro de massa da roda, logo:
FoppX — foX = maemX
de onde podemos determinar o médulo da forca de atrito estatico:
fs = [Maem — Fapp| = |10 kg x 0,60 m/s> — 10 N|
ou seja,
fs=|—-4N|=4N
e na forma vetorial,
f, = —4 Nx

(b)
O momento de inércia da roda pode ser determinado lembrando-se que o torque ¢é igual ao produto
do momento de inércia pela aceleragao angular. Esta 1ltima pode ser determinada a partir da aceleragao

do centro de massa supondo rolamento suave, assim escrevemos:

T=1u
mas 7 = —Rfs, desde que a forga aplicada ndo produz torque porque atua no eixo de rotagdo. Logo,
temos:

T Rf

I:—:
« «
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onde o sinal de menos aparece porque o torque produz uma rotacdo no sentido horario. Agora conside-

rando a aceleragao angular, temos que:

o= — Aem
R
onde o sinal indica que a aceleragao é no sentido horario. Substituindo na relagdo para I, obtemos:
,_ B,
Gem
e substituindo os valores correspondentes, obtemos:
0,30 m)?4 N
I= % = 0,60 kg.m”
0,60 m/s

4. Um i0i6 possui momento de inércia de 950 g.cm? e uma massa de 120 g. O raio do seu eizo é

3,2mm e sua corda tem 120 e¢m de comprimento. O 016 rola, a partir do repouso, até a extremidade da
corda. (a) Qual é o mddulo da aceleragao da linear do i0i6? (b) Quanto tempo ele leva para chegar a
extremidade da corda? Ao chegar a extremidade da corda, qual € a (c) velocidade linear, (d) a energia
cinética de translagao, (e) a energia cinética de rotagao e (f) a velocidade angular?

(a)

A aceleracdo pode ser determinada facilmente usando-se a equacdo deduzida para a aceleracdo do
centro de massa:

B g . 9,8 m/s2
L+ 1/MRE 14950 x 10-7 kg.m?/[120 x 10~3 kg x (3,2 x 10~3m)?]

Qem =

e calculando obtemos:

B g B 9,8 m/s*
1+ 1/MR? 14950 x 10~7 kg.m?/[120 x 10-3 kg x (3,2 x 10~3m)?2]

Qem =

em = —0,125 m /s>

(b)

O i0i6 se movimenta como se fosse uma particula caindo, assim , podemos usar a férmula:
1
y:0+0—§acmt2

onde y deve ser negativo. Assim para determinar o tempo basta trocar y pelo comprimento da corda de

2x1,2
t= |2 438
0,125 m/s

1,2 m, obtemos:
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este é o tempo procurado.

(c)

A velocidade pode ser obtida simplesmente usando:

V= —aemt = —0,125 m/s® x 4,38 s = —0, 548 m/s

(d)
A energia cinética de translagdo é simplesmente,
Kirans = gt =g x 120 x 10™* kg x (—0,548 m/s)* = 1,8 x 107 “ J.

()

A energia cinética rotacional, pode ser obtida através da relacéo:

2
—0,548 m/s 147
3,2 x 10-3m

1 1. (v\* 1
Kot = §Iw2 =51 (Ro> = 5 x 950 x 1077 kg.m? <

(f) a velocidade angular é dada por,

vl

w= 5 =0,548 m/s/3,2 107%m = 1,7 x 10%*rad/s.
0



