|- Introducao

A palavra trigonometria é formada por trés radicais gregos: tri = trés, gonos
= angulos e metron = medir. Dai, o seu significado: medida dos triangulos. Dizemos, entéo,
que a Trigonometria € a parte da Matemética que tem como objetivo o calculo das medidas
dos elementos de um triangulo ( lados e angulos ).

Como a Trigonometria procura estabelecer relagbes entre as medidas de
angulos e de segmentos, foi considerada originalmente como uma extensdo da Geometria.

Existem vestigios de um estudo rudimentar de Trigonometria entre os
babilbnios, que a usam para resolver problemas praticos de navegacdo, de agrimensura e
astronomia. Hoje, sabemos que a Astronomia foi a grande impulsionadora do
desenvolvimento da Trigonometria, principalmente entre os gegos e 0s egipcios. Alias,
foram os astronomos que estabel eceram os fundamentos da Trigonometria.

Sabe-se que o astrdnomo grego Hiparco ( 190 a.C. - 125 a.C.), considerado
0 pai da Astronomia, foi quem empregou, pela primeira vez, relagbes entre os lados e os
angulos de um tridngulo retangulo, por volta de 140 a.C. Dai, ser considerado o iniciador da
Trigonometria.

Gragas a Ptolomeu ( 125 a.C.), 0 mais célebre astronomo da antiglidade,
surge 0 documento mais antigo que trata da Trigonometriaa O Almagesto, baseado nos
trabalhos de Hiparco. Na Sintaxe Matemética, Ptolomeu apresenta um verdadeiro tratado
de Trigonometria Retilinea e Esférica.

Importantes trabalhos hindus foram traduzidos para o &abe, no fina do
seculo VIII, mostrando o quanto aquele povo estava familiarizado com este ramo da
Matemética e foram os responsaveis pelas notaveis descobertas feitas pelos matematicos
&rabes.

No século XV, Purback, um matematico nascido na Baviera, procurou
restabelecer a obra de Ptolomeu, introduzindo o seno e a tangente na Trigonometria e
construindo a primeira tébua trigonométrica.

Porém, o primeiro tratado de Trigonometria, feito de maneira sistematica, é
chamado “De Triangulis’ ou “Tratado dos Triangulos’ e foi escrito pelo matematico
alem&o Johann Miller, chamado Regiomontanus, e que foi discipulo de Purback.

Hoje em dia a Trigonometria ndo se limita a estudar somente os triangul os;
sua aplicacdo se estende a véarios campos da Matemética ( como a Geometria e a Andlise).
Encontramos, também, aplicagdes da Trigonometria em Eletricidade, Mecanica, AcUstica,
Musica, Engenharia Civil, Topografia e em muitos outros campos da atividades, aplicactes
essas envolvidas em conceitos que dificilmente lembram os tridngulos que deram origem a
Trigonometria.



I1- Contando a Historia da Trigonometria

Para redlizar as construgdes de que necessitavam, calcular a altura das
pir@mides, a largura dos rios, a altura das montanhas etc.; os mateméticos da Antiglidade
baseavam se em dois conceitos:

— razdo entre dois nimeros.

— tridngul os semel hantes.

Esses procedimentos marcam o inicio da Trigonometria.

A palavra Trigonometria significa medida dos trés angulos de um triangulo e
determina um ramo da Matematica que estuda a relacéo entre as medidas dos lados e dos
angulos de um triangulo.

Tales foi um grande estudioso desse ramo da matemética, mas ndo podemos
afirmar que foi seu inventor. A trigonometria ndo foi obra de um s6 homem, nem de um
povo sO.

O maior Matemético da Antiglidade, Arquimedes nasceu em Siracusa por
volta de 287 a.C. filho de Fidias, famoso matemético e astronomo, viveu muitos anos em
Alexandria, antes de voltar a sua cidade Natal.

Os trabahos cientificos de Arquimedes causam admiragdo até hoje,
sobretudo pela precisdo dos célculos. Ele criou métodos para resolver problemas de éareas e
volumes, destacando-se entre os grandes matematicos da época.

Foi precisamente a resolucdo de um problema de aea que uniu fortemente
os nome de Arquimedes ao da circunferéncia.

Devemos a Arquimedes um método interessante de calcular um valor
aproximado de p. N&o devemos esquecer, também o interesse que 0 matemético grego
tinha pelas circunferéncias. Nada mais natural, para um construtor de rodas.

Para calcular o vaor de p, Arquimedes considerou um circulo deraio 1.

Desse modo, a érea do circulo éigual a
&reado circulo = pR?
=p (2)?
=P



Como grande matematico que era, Arquimedes ndo ignorava que:
— a&reade um circulo é menor que a area do quadrado circunscrito.

O lado L do quadrado circunscrito mede:
— 2Xrao=2x1=2

Como a &rea do quadrado circunscrito é igual a L?, temos;
— &reado quadrado circunscrito = 2 = 4

— aareade um circulo € maior que a érea do quadrado inscrito.

1
<t
Considerando o quadrado de lado L, podemos escrever:

— é&rea do quadrado inscrito = L2

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo formado por um kdo do
quadrado e por raios da circunferéncia, encontramos:
2=2+7
Portanto, temos:
— area do quadrado inscrito = 2



Procedendo assim, Arquimedes obteve:

area do quadrado inscrito < area do circulo < érea do quadrado
circunscrito.

2 < &eadocirculo < 4
2<p<4

Usando dois octégonos, um inscrito e outro circunscrito, Arquimedes
conseguiu uma aproximagao melhor para p.

28 < p<33
Uma aproximacdo ainda melhor foi obtida quando o matematico grego usou
dois poligonos de 96 lados:

3x1071 < p < 3x17.
| sso significa, aproximadamente:

3,140845 < p < 3,142857
Um resultado fantéastico para a época.

No mesmo periodo em que viveu Arquimedes, outro matemdtico grego
também se destacou: Eratostenes (276-196 a.C.). Natura de Cirene, Eratdstenes viveu
parte da juventude em Atenas. Foi um atleta bastante popular, destacando-se em varias
modalidades esportivas. Autor de muitos livros de Astronomia e Geometria, escreveu ainda
poesias e textos para teatro.

Nenhuma de suas obras, porém, chegou até nés. Tudo o que sabemos sobre

Eratostenes é através de outros autores.

No entanto, apesar de sue multiplos interesses, ele ndo conseguiu ser

pioneiro em nenhuma das atividades que desenvolveu, nas Ciéncias ou nas Letras.

Por esse motivo, os gregos o chamavam de Beta (b), que é a segunda letra

do afabeto grego, deixando claro que o reconheciam como o segundo em tudo, mas nunca o
melhor em nada.
Mas, facamos justica. Nenhum matematico ou astrébnomo se igualou a
Eratostenes nos calculos para medir a circunferéncia da Terra.

Uma das questbes que desafiaram 0s matematicos e astrbnomos da
Antiglidade foi a determinacdo do tamanho do Sol e da Lua. Para chegar a essas medidas,
era necessario conhecer o tamanho da circunferéncia da Terra

Muitos dos matemédticos dagquela época se dedicaram a medir a Terra, mas

foi Eratostenes que fez a demonstragdo mais interessante. VejJamos como ele procedeul.

Eratéstenes sabia o dia exato em que iria ocorrer o solsticio™™ de verdo na

cidade de Assuan, as margens do rio Nilo. Nesse dia especia, a0 meio-dia, 0 Sol ficava
completamente a pino. Desse modo, uma vareta fincada verticamente no solo ndo fazia
nenhuma sombra nesse horério. E o fundo de um poco ficava completamente iluminado.



(1)- Solsticio de ver &o:
Fincando uma vara num plano horizontal, durante a luz do sol, verificamos
que o tamanho da sombra projetada pela vara apresenta variagdes. No inicio da manhd, o
comprimento da sombra € bem longo, e vai diminuindo, até atingir um ponto minimo, para
logo depois voltar a se dongar até o por-do-sol.
Chamamos de meio-dia o instante em que a sombra da vara tem o menor

comprimento.
Se medirmos a sombra a0 meio-dia, durante varios dias sucessivos, veremos

que ela varia. Os antigos ja sabiam que, quanto mais quente estivesse o0 clima, menor era a
sombra do meio-dia.

Solsticio de verdo é o dia em que essa sombra é minima. O solsticio define o
inicio do verdo. Da mesma forma, o inicio do inverno € definido pelo solsticio de inverno,
dia em que a sombra do meio-dia é maxima.

Em S8o Paulo, o solsticio de ver&o ocorre em 22 de dezembro e o solsticio
de inverno, em 22 de junho. Em Assuan, essas datas se invertem: o solsticio de verdo
acontece em 22 de junho e o de inverno, em 22 de dezembro.

O termo solsticio vem do latim e significa sol estatico. =

sombra méxima 1;0 5
mbra

Iminima

Aproveitando-se desse fato, Eratéstenes dirigiu-se a cidade de Alexandria e,
aproximadamente no mesmo hor&io em que o Sol ficava a pino em Assuan, fincou
verticalmente uma vareta no chdo. A seguir, mediu o angulo formado pela ponta da vareta
com a extremidade da sombra.

Vamos acompanhar o raciocinio de Eratostenes:

— CéocentrodaTera;



— avareta em Assuan ndoforma sombrg;
— & é o angulo formado pela vareta e sua sombra, em
Alexandrig;
— b é 0 angulo com vértice no centro da Terra, cujos lados
sao formados pelos prolongamentos das varetas fincadas em Alexandria e Assuan.
Como os raios de sol sGo aproximadamente paralelos, as retas r e s sdo
paralelas e os angulos ae b sdo alternos internos. Portanto, a e b séo congruentes:
a=»b
Eratostenes descobriu que o angulo & media 1/50 de toda a circunferéncia da
Terra

Como a = b, a distdncia entre Assuan e Alexandria também era 1/50 da
circunferéncia da Terra.

r Alexandria

A distancia aproximada entre Assuan e Alexandria era de 5.000 stadium. O
stadium, antiga medida grega, valia
1Km = 6,3 stadium

Eratostenes concluiu, entdo, que a circunferéncia da Terra era
aproximadamente igual &
50 x 5.000 = 250.000 stadium

Em quilémetros, temos:

I 2 6,3 stadium
X Km ————————————————————— 250000 gadlum
\
X @39. 682 Km

Sem duvida, determinar a medida da circunferéncia da Terra foi a grande
facanha de Eratostenes. Além disso, ele ainda se defrontou com um problema que até entéo



0s mateméticos ndo haviam resolvido: uma unidade pratica para medir angulos e arcos de
circunferéncia

Entre os anos de 180 e 125 a.C., viveu na Grécia um matematico que se
tornariafamoso: Hiparco de Nicéa.

Assim como a maioria dos matemdticos da sua época, Hiparco era
fortemente influenciado pela matematica da Babildnia. Como os babilonios, ele também
acreditava que a melhor base para realizar contagens era base 60.

Os babilénios n&o haviam escolhido a base 60 por acaso. O nimero 60 tem
muitos divisores - 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, e 60 - e pode ser facilmente decomposto
num produto de fatores, o que facilita muito os calculos, principalmente as divisdes.

Foi por essa mesma razéo que, ao dividir a circunferéncia, Hiparco escolheu
um multiplo de 60:

Cada uma das 360 partes iguais em gue a circunferénciafoi dividida recebeu
0 nome de arco de 1 grau.

lgrau=1°

Cada arco de 1 grau foi dividido em 60 partes iguais e cada uma dessas
partes recebeu o nome de arco de 1 minuto. Cada arco de 1 minuto também foi dividido
em 60 arcos de 1 segundo.

1minuto=1
1segundo=1"

Com a circunferéncia de 360°, ficou fécil criar uma unidade de medida para
os angulos:

— angulo de 1° é um angulo que determina um arco de 1° em
qualquer circunferéncia com centro no vértice desse angulo;
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— angulo de 90° é um angulo que determina um arco de 90° em
gualquer circunferéncia com centro no vértice desse angulo.

%0

D0°

Como vimos, a Matemética foi evoluindo de acordo com as necessidades do
homem. Os astronomos, por exemplo, precisavam descobrir um método prético e eficiente
para calcular a disténcia, em linha reta, entre dois pontos situados na superficie terrestre.
Hiparco, que além de matematico era astrbnomo, também se deparou com essa questéo
guando determinou 0 comprimento da circunferéncia da Terra.

Numa circunferéncia, a distdncia entre dois pontos quaisquer A e B é

chamada cor da.
A /\R

Hiparco construiu uma tabela com os valores das cordas de uma série de
angulos de 0° a 180°. A construcdo da primeira tabela trigonométrica da histéria da
Matemética representou um grande avanco para a Astronomia e valeu a Hiparco o titulo de
Pai da Trigonometria.

Esse titulo, porém, seria esquecido anos mais tarde, com o aparecimento da
mais importante obra trigonométrica da Antiglidade: uma colecéo de 13 livros denominada
Sintese matemética.

A Sintese matemética, obra maior da Trigonometria, foi escrita no primeiro
século da era cristd por Ptolomeu de Alexandria. Pouco sabemos sobre a vida desse
matemético egipcio, mas sua obra é conhecida até hoje como Almajesto, que significa o
maior

No almajesto encontramos uma tabela trigonométrica bem mais completa
gue a de Hiparco, onde sdo fornecidas as medidas das cordas de uma circunferéncia, para
angulos que variam de meio em meio grau, entre 0° e 180°.



Para determinar medidas, Ptolomeu utilizou a base sexagesmal, o
mesmo que fez Hiparco. Em todos os seus calculos, portanto, ele usou numa circunferéncia
com raio de 60 unidades.

Usando o teorema de Pitégoras, Hiparco determinou a corda correspondente
a0 angulo de 90°, que ele indicacd 90°:

(cd90°)?=r?+r

(cd 90°)2 = 2r®
cd 90° = %27
cd90° =r
cd 90° =60 ®

Para calcular a medida da corda de 60°, isto &, cd 60°, Hiparco observou que
o tridngulo formado é equilétero. Portanto:

cd 60°=r =60



A medida que calculava o vaor da corda de um angulo, o matemético

egipcio caculava também a corda do suplemento desse angulo, aplicando mais uma vez o
teorema de Pitagoras:

(cd 120°) + (cd 60°) = (r + 1)
Como cd 60° =, temos:

(cd 120°)% + r? = (2r)?
(cd 120°)% = 4r%- 12
(cd 120°)? = 3?
cd 120° = r #3

cd 120° = 60 ¥3

Durante seis séculos, 0 Almajesto representou a mais importante fonte de
consulta para os astrénomos de todo o mundo. Era realmente a colegdo maior.

Apenas no século VIII € que os cientistas voltariam a sua atengdo para as
obras trigonomeétricas de um povo, que sempre surpreendera 0 mundo com sua matemética
original e criativa. Estamos falando dos hindus.

Apesar do amplo dominio do Almajesto, no find do século IV comegou a
surgir na india um conjunto de textos mateméticos denominado Siddhanta, cujo
significado € sistemas de astronomia.

O Siddhantaera escrito em versos em sanscrito, uma lingua muito antiga e
dificil, usada apenas nas cerimbnias religiosas. Apresentava regras enigmaticas de
Astronomia e rarissimas explicacoes.

Quem poderia supor que esses textos, quase indecifraveis, iriam revolucionar
a histéria da Trigonometria?



Os mateméticos e astronomos ficaram surpresos quando se depararam pela
primeira vez com o Siddhanta Em vez de seguir o caminho do Almajesto de Ptolomeu,
gue relacionava as cordas de um circulo com os angulos centrais correspondentes, 0s
mateméticos hindus apresentavam uma Trigonometria baseada na relacdo entre a metade
da cordae metade do angulo central.

meia corda.
2

Mas, qua a vantagem de trabalhar com a meia corda, que os hindus
chamavam de jiva?
A resposta € simples. Os hindus foram buscar, no interior do circulo, um

tridngulo retangulo.

Os autores do Siddhanta construiram uma tabela trigonométrica calculando
os valores da meia corda para os valores da metade dos angulos centrais correspondentes,
em intervalos iguais de 3,75°, em até 90°.



Durante algum tempo os mateméticos arabes oscilaram entre o Almajesto e
a Trigonometria de jiva O conflito chegou ao final quando, entre os anos 850 e 929, o
matematico &rabe al-Battani adotou a Trigonometria hindu, introduzindo uma preciosa
inovagdo: o circulo deraio unitario.

Assim, nas tabelas trigonométricas elaboradas a partir de a-Battani, o valor
da corda correspondente a a/2 podia ser interpretado como a seguinte razao:

Cateto oposto = jiva

Hipotenusa

Como todo nimero dividido por 1 € o proprio nimero, podemos escrever:

Cateto oposto = jiva
Hipotenusa 1

1 jiva

E essarazdo iria se tornar muito famosa.

No comego do século Xll, a Matemética arabe tinha atingido um
desenvolvimento t&o grande, que o restante do mundo néo podia ficar aheio.

Foi feita uma série de tradugdes do arabe para o latim, o que possibilitou o
desenvolvimento da Matematica na Europa. Os tradutores eram, na grande maioria,
brilhantes matematicos. Entre eles, destacava-se o0 inglés Robert de Chester.



N&o devemos esquecer que os arabes, por sua vez, haviam traduzido textos
de Trigonometria do sanscrito. Nesse processo, quando se depararam com a palavra jiva—

meia corda —, eles simplesmente escreveram jiba. E mais, na lingua &abe € comum
escrever apenas as consoantes de uma palavra, deixando que o leitor acrescente
mentalmente as vogais.
Assim, os tradutores érabes registraram:
jb

Na sua traducdo do arabe para o latim, Robert de Chester interpretou jb
como sendo as consoantes da palavra jaib que, em latim, significa baia ou enseada e
escreve- se:
snus
A partir dai, a raz8o entre o cateto oposto e a hipotenusa de um tridngulo
retangulo passou a ser chamada de sinus (em portugués, seno).

Sen a = cateto oposto = jiva
2 hipotenusa 1

A razdo seno é vdlida para qualquer tridngulo retangulo. Veja por qué.

Tridngulos semelhantes tém os lados proporcionais. Assim, em qualquer
triangulo reténgulo que tiver um angulo agudo medindo a/2, a razéo entre o cateto oposto

ao angulo a/2 e a hipotenusa é denominadaseno de a/2.



C A
al2 al2
sena =A=jiva /sena=£=iiva
2 cC 1 2 R 1

Toda a Trigonometria que estudamos hoje esta baseada no seno dos hindus.
Com o tempo, outras razdes trigonométricas foram sendo criadas: 0 coseno, a tangente etc.

Assim, dado o triangulo retangulo ABC, escrevemos.

Coseno é arazdo entre o cateto adjacente e a hipotenusa.

cosa =c¢/b

Tangente € arazdo entre 0 cateto oposto e o cateto adjacente.

tga =alc



