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Amostragem de Sinais

Amostragem de Sinais

e Sinais de tempo discreto: podem ser obtidos a partir de sinais de
tempo continuo — amostragem

e Amostras de um sinal: representagdo unica??? A partir do sinal
amostrado, pode-se recuperar o sinal de tempo continuo? [Teorema
de Nyquist)

e Aplicagdo: processamento discreto (digital) de sinais de tempo continuo
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Amostragem Periédica

Conversores Continuo/Discreto (C/D) e Discreto/Continuo (D/C):

C/D

T=1/fs

e Sinal de tempo continuo: z.(t)

Sinal de tempo discreto: z[n] = z.(nT), —co < n < 0o

Perfodo de amostragem: T [s]

Frequéncia de amostragem: f; = 1/T [Hz ou amostras/s]

Frequéncia de amostragem: Q; = 27 f; [rad/s]
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Operacoes com a funcao Impulso de Tempo Continuo

x(t)0(t — to) = x(t9)d(t — o), x(t) continuo em t = ty

/;oo x(t)0(t — to)dt = x(ty), x(t) continuo em t = t,
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Representacao Matematica da Amostragem

Amostragem periédica por impulsos - conversor Continuo-Discreto (C/D)

Conversor |
Impulso - |-
sequéncia | :

—+00
Trem de impulsos periédico: s(t) = >, 0(t —nT)

n=—oo

Sinal amostrado de tempo continuo:

xs(t) = c
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Amostragem de sinal senoidal

xc(t) = cos(Q0t)

e O sinal de tempo continuo é o mesmo para os dois casos;

e T = 2T, portanto no lado esquerdo a frequéncia de amostragem é
maior;

e A frequéncia do sinal de tempo discreto x[n] é menor que a frequéncia
de z'[n]
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Representacao em Frequéncia

Multiplica¢do no tempo = Convolugao no dominio da frequéncia
e Trem de impulsos periddico:

st = 3 8(t—nT) o S(Q) = 2% S50 — k)

n=—0o0 k=—o00

e Sinal amostrado:
z4(t) = xe(t) - 5(t)

!
5= Xe(j) * 5(59)

X.(j9) * T S S(Q — kQ,)

k=—00

1 . .
T ZXC(JQ - ijs)
k

= O espectro do sinal amostrado, X,(j2) , é composto por cépias
do espectro do sinal, X.(j§2), repetidas a cada Q, rad/s e escalonadas por

1/T = fs.

z(t) /\v/\/\ KCUQ)
/\/ﬁ\ — 1
v |

—Qn 0y

N \szs
oo
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Recuperacao do sinal original a partir das amostras

Observando-se o espectro do sinal amostrado, pode-se recuperar o sinal
original por meio de um filtro passa-baixas.

filtro de

Conversor reconstrugao

sequéncia -
impulso

- JTL[O] I[Ql[ : - /\ /\

—4n —Zn —wn wn

’ 27r - an '
X(792)
1)

NN

$2T 3T —20, -Q, fQN'._

—

O filtro de reconstrugao H,(j?) tem:
e Ganho T

o frequéncia de corte Q,, com Qy < Q. < Q;— Qy (tipicamente pode-se
utilizar Q. = Q,/2)

Pode-se escrever o sinal de tempo continuo reconstruido como:
2 (t) = 5(t) * he(t) ¢ X, () = H, () Xs(5€2)

O filtro de reconstrucao faz uma interpolacao ideal entre os impulsos
nos instantes n7'.
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Teorema de Nyquist

Seja x.(t)um sinal de banda limitada, com
X (jQ)=0 para |Q] > Qy

Entéo z.(t) € unicamente determinado por suas amostras x[n] = z.(nT),
—00 < n < 400, se e somente se:

QL@*QN >QN,

ou seja,
2m

Ou seja, para ser possivel recuperar o sinal original a frequéncia de
amostragem deve ser maior que duas vezes a maxima frequéncia do sinal
a ser amostrado.

A frequéncia maxima do sinal também pode ser chamada de frequéncia
de Nyquist.

Na prética, os valores utilizados sao maiores que o valor teérico, devido
a banda de transigao finita dos filtros analégicos de reconstrugao.

Por exemplo, para o CD: fy = 20 kHz, f; = 44.1 kHz.
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Efeito de Aliasing
Caso a frequéncia de amostragem nao seja suficientemente alta, ocorre a
sobreposi¢ao do espectro (aliasing).

1

Q, < 20y

Q S

. ‘:'I‘ I -,
—Q, \ /
sobreposi¢do do espectro
aliasing

Quando ocorre este efeito, frequéncias originalmente altas no espectro
do sinal aparecem em regides de mais baixa frequéncia, impossibilitando a
recuperagao do sinal original.

Caso a frequéncia de amostragem nao obedeca o teorema de Nyquist,
deve-se colocar um filtro passa-baixas antes da aquisicao de dados, que
limite a maxima frequéncia do sinal & metade da frequéncia de amostragem.
Este filtro é chamado de filtro anti-aliasing.
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Filtro Anti-Aliasing

Caso a frequéncia de amostragem nao obedeca o teorema de Nyquist, deve-

se colocar um filtro analégico passa-baixas antes da aquisicao de dados, que

limite a maxima frequéncia do sinal & metade da frequéncia de amostragem.
Este filtro é chamado de filtro anti-aliasing.

Filtro anti- Conversor
aliasing : i Impulso
Hao(59) - Sequéncia

M H,.(59) - filtro anti-aliasing

1

o
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Relacao entre X,(jQ)) e X(e/¥)

X5 = [ a(t)e Mt

= /OO Sz (nT)S(t — nT)| e I¥dt

J—=00

n .
= SanT)e o
n

Portanto:
X,(jQ) = X()]u=ar

Ou, relacionando como sinal de tempo continuo:

" 1 X w27k

7Tk,

=—00

Como a relagao entre z[n] e x.(t) pode ser obtida por uma normalizagao
no eixo do tempo por 7', algo parecido pode ser conseguido com as respec-
tivas representagoes em frequéncia. A frequéncia §2s = 27/T é normalizada
para a frequéncia w = 2.
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Amostragem de sinal senoidal Amostragem de sinal senoidal

Considere a amostragem de um sinal senoidal: Utilizando uma taxa de amostragem f, igual a 3 kHz, e frequéncia do sinal

senoidal igual a 1 kHz, Qo = 27 x 10° rad/s e os espectros dos sinais sdo:
xc(t) = Acos(Qt) b X0
c\J

z.(t) & T

O sinal amostrado é:

x[n] Ze(t) l1=nr

Acos(QonT’), Qo =2nfy, T =1/f,

Acos (27;{0 n)

Acos(won), wy= 27;f0.

Portanto a frequéncia do sinal senoidal de tempo discreto também pode
ser vista como uma frequéncia normalizada pela frequéncia de amostragem,
neste caso.

ATENCAO: Deve-se tomar cuidado quando hd aliasing, pois a maxima

frequéncia de um sinal senoidal de tempo discreto é 7 rad.

e Neste caso, nao ha aliasing, e pode-se recuperar o sinal original a
partir das suas amostras.

e A frequéncia do sinal de tempo discreto é wy = 27/3 rad

e A frequéncia do sinal reconstruido é: €, = 27 x 10° rad/s

I i't l \J 1]

L
8
amostra
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Amostragem de sinal senoidal (cont.)
Aumentando agora a frequéncia do sinal para €y = 27 x 2 x 10° rad/s:
T Xe(Q)

xo(t) <

27 4 ~
e Neste caso, ocorre aliasing, e —fO =3 > 7 rad — esta NAO ¢ a

S
frequéncia do sinal de tempo discreto.

e A frequéncia do sinal de tempo discreto é: 27 — 4?” = 2m/3 rad

e A frequéncia do sinal reconstruido é: Q. = Q,—Qy = 27 x10% rad /s —
Um sinal de frequéncia mais alta aparece com frequéncia mais baixa,
devido a subamostragem.

amostra
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Amostragem de sinal senoidal (cont.)

Exercicio:

Refaga (obtendo os gréficos de X.(j9), X(jQ2) e X(e/¥)) para as seguintes
combinacoes de sinais:

o Oy =87 x 10° rad/s, f, = 3 kHz;
o Oy = 167 x 10° rad/s, f, = 3 kHz;
o Oy =87 x 10° rad/s, f, = 5 kHz;
e Oy = 167 x 10° rad/s, f, = 5 kHz;
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Processamento Discreto de Sinais de Tempo Continuo

Sistema de
z.(t) x[n] tempo discreto y[n] yr(1)

] H(e)
lr I

Se o sistema for um SLIT com resposta em frequéncia H (e/*)

)

Y (/) = H(e) X (/)

a saida reconstruida seré:

Y.(jQ) = H,(j)Y,(7Q) = H,(jQ)Y (e’T) = H,(jQ) H (/) X ()

Usando a relagao entre X (e/*) e X.(j9), fica-se com:

‘ , a1 & ) 2rk
V(9 = HGOHE) L ¥ X (257

Se o sinal z.(t) tiver a banda limitada e se tiver sido usada uma taxa de
amostragem adequada, entao o filtro de reconstrucao cancela o fator 1/T
e filtra apenas o termo de baixa frequéncia, ficando-se com:

, H(e)X.(jQ), 19 <7/T (=Q/2)
Y9 = { 0, A>T

A resposta em frequéncia efetiva do sistema de tempo continuo fica:

[ H(E@), |9 <a/T
Heyy(G00) = { 0, ] > /T

ou seja, se faz um escalonamento da resposta em frequéncia pelo periodo
(frequéncia) de amostragem.
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Exemplo: Filtro Passa-Baixas Ideal

1, |w < we
0, we<|w| <

) =

A resposta em frequéncia efetiva analdgica fica (w — QT)

o 1L 9T <w. ou |Q <w,/T
Heps (590 = { 0, QT >w. ou |Q|>w,/T

H(e*)
1

h

Q

e A frequéncia de corte do filtro, 2., depende da frequéncia de amostragem.

e Para mudar €., modifica-se a frequéncia de corte do filtro digital w..

e Os parametros do filtro tém menor dependéncia de fatores de envel-
hecimento, temperatura.

Por exemplo, deseja-se um filtro passa-baixas analégico com frequéncia
de corte igual a 1 kHz. A frequéncia de amostragem ¢ igual a 8 kHz. A
frequéncia de corte do filtro digital deve ser: w. = Q.1 = 2nf./fs = /4.
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Processamento Discreto de Sinais de Tempo Continuo

Xe(59)
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Mudanca da Taxa de Amostragem

E possivel mudar a taxa de amostragem usando sistemas discretos.

Aplicagoes:

Atrasadores de fase (atraso por uma fra¢ao de intervalo de amostragem;
Interface entre sistemas com taxas de amostragem diferentes;

Implementagao de bancos de filtros (andlise espectral, sintese de sinais).

z[n] = z.(nT) 2'[n] = z.(nT"), T+T
T: periodo de amostragem original

T": novo periodo de amostragem
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Reducgao da Taxa de Amostragem

Uma sequéncia pode ter a frequéncia de amostragem reduzida por um fator
inteiro M, por meio de uma “nova amostragem” do sinal discreto, usando
um dizimador:

z[n] xq[n] = xz[nM]

M

x4[n] = x[nM] = 2. (nMT) = z.(T")

e O dizimador apenas descarta amostras do sinal de entrada: para M =
2, uma de cada duas amostras é descartada, para M = 3,duas de cada
trés amostras sao descartadas, e assim por diante.
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Reducgao da Taxa de Amostragem

Observagoes
o z.(t) tem uma banda limitada a Qy;

e Se nao hé aliasing na amostragem de z[n], entao:

— Qs > 2Qx, ou /T > Qu, ou seja,
— a méaxima frequéncia do sinal de tempo discreto z[n] deve ser:

wy < T

o Para ndo haver aliasing no sinal subamostrado z4[n], deve-se garantir
que:

— /T > Qn, oun/MT > Qy
— a méxima frequéncia do sinal de tempo discreto z[n] (antes da

subamostragem) deve ser: wy < m/M

Ou seja, para nao causar aliasing em x4[n], o sinal x[n] deve ter sido
amostrado a uma taxa M vezes maior que a minima frequéncia de amostragem
(pois esta serd reduzida de M vezes pelo dizimador).
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Reducgao da Taxa de Amostragem

Se fossem analisados os espectros a partir dos sinais amostrados, a repre-
sentagao em frequéncia do sinal amostrado com periodo T é:

iw 1t w27k
X =7 & X(iz-i7)
c=—00

O sinal amostrado com perfodo 77 = MT é obtido a partir de:
. 1t w 27r
X () =~ X, (e —
de™) =37, 2 X (‘7 MT ]MT>

ou seja, nota-se um fator de amplitude e um escalonamento que relacionam
as fungoes X (e/¥) e X (e/*).

Fazendo-se a mudanga de varidvel r =i + kM, onde —oo < k < 400 e
0<i<M-1:

. 1 M1[] foo w ok omi
X () = — % | = X, [j- e
ae™) =31 ;0 {Tkz ‘(jMT I jMT)}

=—00

Xy(e) = 15 x(edllo-2miany
M =
ou seja, o espectro de z4[n] é composto por cépias escalonadas do espectro
do sinal original. Nesta equagao, deve-se lembrar que, para que nao ocorra

aliasing em Xq(e/):

X () =0, para /M <|w| <7
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Reducgao da Taxa de Amostragem

Considerando um sinal amostrado a uma taxa igual a duas vezes a minima,
fica-se com os espectros:

Se os sinal tivesse sido amostrado a metade da taxa original, ter-se-ia:

X,(j9)
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Reducgao da Taxa de Amostragem Aumento da Taxa de Amostragem

Para garantir que nao ocorre aliasing no sinal subamostrado, pode-se uti- Equivale a uma interpolagao:
lizar um filtro passa-baixas com frequéncia de corte 7/M antes de se re-

_ / "
alizar a reducdo da taxa. zi[n] = z(n1"), T"=T/L

Zq[n] = Z[nM]

TN Iz[n]
M L ]

—

xz[n/L], n=0,+L,+2L, ...

, c.c.

012345678910

e O sinal z.[n] possui (L — 1) zeros entre as amostras originais

e O filtro passa-baixas faz a interpolagao entre essas amostras
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Aumento da Taxa de Amostragem Aumento da Taxa de Amostragem

o Exemplo para L = 2.
ze[n] = > z[k]d[n — kL]
e X.(j0)

A DTFT de z.[n] é

X(e)= ¥ (ix m[k}a[n—m)e—w

n=—o0 \k=—o0

= X alkle = (e

k=—00

O espectro do sinal z.[n] é composto pelo espectro do sinal original
escalonado. No entanto, nesta operagao aparecem porcgoes de espectro que
nao existiriam caso o sinal fosse amostrado com 7" diretamente. Por isto,
é necessario o filtro passa-baixas com ganho L e frequéncia de corte wL
para que o espectro fique como X;(e/).

we=7m

3

UT'=L/T

b

T =L/T

/\
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Mudanca da Taxa de Amostragem por um fator nao- Aspectos Praticos
inteiro ] ~
Num sistema real, os conversores C/D e D/C apresentam aspectos nao-
Agrupando em cascata um interpolador e um dizimador, pode-se mudar a ideais:

taxa de amostragem por um fator racional: . o S ~
gem p e Filtros ndo-ideais (anti-aliasing, reconstrugao);

interpolador : _ dizimador e Conversdo C/D: conversor A/D nao-ideal:

- ndmero finito de bits (digital - amplitude discreta);
- sample-and-hold

Ganho L : Ganho 1

Sistema de
tempo discreto

H(e)

7

Utilizando o filtro passa-baixas como sendo aquele com menor frequéncia
de corte e ganho L, fica-se com:

LPF Um modelo mais préximo do real é:

Ganho L " \l/ M

we =min{r/L, ©/M}

z.[n]

Filtro Ia(t)‘ Sample ‘ x[”]‘ N A Filtro de
Anti- »> & »> > Sistema ¥ reconstrugdo
Aliasing Hold

tr
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Amostragem de Sinais

Pré-filtragem - anti — aliasing
e Na pratica: sinais podem nao ter banda limitada;
e Filtro passa-baixas antes da amostragem: anti — aliasing;
e Atenua frequéncias acima de §25/2;

e Filtro anal6gico nao-ideal (distorgao de fase/amplitude).

Filtro
T

Entrada ;I:C(t)

— Saida z,(t)

amplitude

Conversao A/D

e Na préatica: conversao A/D com nidmero finito de bits - sinal dig-
ital;

e Amostras # valores reais nos instantes de amostragem - Ruido de
quantizagao;

e Conversor A/D - necessério um sample-and-hold;

e Sinal sofre distorcao.
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Amostragem de Sinais

Sample-and-Hold - Amostragem com Retencao

Em razao da retencao, had uma distor¢ao introduzida.

Zq(t) Zsn(t)

amplitude

>
T tempo

O sinal de saida do S/H pode ser escrito como:
Tan(t) = 2,(t) * p(t)
em que:
e z,4(t) é o sinal amostrado por impulsos
e p(t) é um pulso retangular de duragao T
Logo, no dominio da frequéncia fica-se com:

Xan(J) = Xs(j) - P(jQ)

Como X,(j€2) é composto por cépias do espectro original, nota-se que

hé modificacdo deste devido a multiplicagao por P(j€2).

TSin(QT/Q)eijT/Q

P() = T

Sample-and-Hold

Filtro
Anti-
Aliasing

—Q, —On ' Oy

e A distorgao introduzida pelo S/H pode ser compensada no sistema de
tempo discreto/digital
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Conversao D/A

e Filtro de reconstrucao nao-ideal.

e A distorcao pode ser compensada pelo sistema de tempo discreto/digital.

gln] e(t) Filtro de
> reconstrugao
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Sobreamostragem (oversampling)

Uma alternativa para simplificar os sistemas de tempo continuo envolvidos
na amostragem é utilizar uma taxa de amostragem bem mais elevada que
a minima necessaria.

e Filtros anti-aliasing e de reconstrucao analégicos de ordem mais baixa;
e Maior volume de dados (mais amostras por segundo);
e Podem-se usar dizimadores e interpoladores;

e Filtros digitais podem compensar as distor¢oes da amostragem (S/H,
DAC) e dos filtros analégicos.

M S M

discreto

operagdo a T r

T 7
taxa mais baixa
—— —— —

operagdo a operagdo a
taxa elevada taxa elevada
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Efeitos de Quantizacgao
Conversdo A/D:

e Representacao do sinal com um nimero finito de bits;

e Introdugéo de erros/ruido de quantizagao

O quantizador converte um sinal de tempo discreto em um sinal digital
com representacao por um numero finito de bits. Para um quantizador
com trés bits, com aproximacao por arredondamento para o nivel digital
mais préximo (cédigo bindrio em complemento de dois):

@ amosttas ideais

J
\ O amostras quantizadas 7

\ /
|
/

/

\
N/
>

2T 3T 4T

A curva que relaciona a entrada e a saida quantizada é:

= Qe

—9A2 —TA2 —5A12 =3A12 -N2 N2 3AN2 5A2 TA2 9A2

Considerando um quantizador com B + 1 bits, o nimero de niveis de
quantizagao é dado por: 281, Se o conversor A/D possibilitar uma ex-
cursao de sinal entre X,, e —X,,, os passos de quantizacao terao amplitude
dada por:

_ 2Xm, _
T 9B+1 T
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Efeitos de Quantizacgao

e Devido & quantizagdo, hd um erro e[n] na representagao do sinal:

[n] = Q(z[n])

—

quantizador

:r:[n] = z[n] + e[n]

O erro, no caso de arredondamento, pode assumir valores:
—A/2 <eln] <A/2

Para truncamento: —A < ¢[n] <0
O erro e[n] é uma sequéncia aleatdria estaciondria
e[n] ndo tem correlacdo com o sinal x[n]
e Duas amostras de ruido sao nao-correlacionadas - ruido branco

e A fungdo densidade de probabilidade do erro é constante no intervalo
de valores do erro de quantizagao

1 pe(e)

I/A

-A/2 A2

e Valor médio do ruido de arredondamento: E{e[n|} =0

e Variancia do ruido (poténcia): 02 = E{e?*[n]} = A?/12 =2728X?2 /12




Amostragem de Sinais Amostragem de Sinais

Efeitos de Quantizacao Interpolagao linear - exemplo

e Poténcia do ruido:

x[n] Ze[n]

»

ol =27"PX} /12 o C/D

»
>

e Poténcia do sinal: o2 T T

e Relagao sinal-ruido de quantizagao, em decibéis:

2 1222852 ze(t) Xe(5€)
SNR, = 10log, (‘2) = 10log,, ()(2%)
g, m

€

0

XTTL
6.02B + 10.8 — 20logyq ( )

Oy

Analisando a equacao de SNR,:

e A relagdo sinal-ruido aumenta cerca de 6 dB a cada bit adicionado;

e Sobre o termo —20 logw();:l);

— O fator X, em geral é fixo para um sistema de aquisicao; ‘

— O fator o, é o valor rms do sinal;

567 8910
— Quanto menor o valor rms em relacao a X,,, menor serd a SNR

(o sinal estd excursionando por poucos niveis de quantizacao do
ADC);

— Para valores rms maiores, a SNR aumenta, mas deve-se tomar

cuidado para que os valores de pico nao ultrapassem +£X,,, pois 5678910
isso introduzira distorcoes no sinal quantizado.

— Para um sinal com distribuicao de amplitudes Gaussiana com
valor rms (desvio padrdo) o,, apenas 0.064% das amostras ul-
trapassa a amplitude de 40,. Considerando o, = X,,/4, fica-se 5678910
com:

SNR, ~ 6B — 1.25 [dB]

— Para um sistema com 16 bits, a relacao sinal-ruido de quantizagao
fica em torno de 95 dB.




