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| — Introducédo

1.1 — Evolucdo Tecnoldgica

Nas Ultimas décadas, estabeleceu firmemente uma moderna teoria de controle para
sistemas continuo no tempo. O suficiente para provocar uma revolucdo nos processos
industriais e habilitar a humanidade a iniciar a exploragéo do universo.

Nas ultimas trés décadas, engenheiros e cientistas buscaram a perfei¢cdo no projeto de
sistemas de controle, tentando alcancar o desempenho ideal dos sistemas dindmicos. O
advento do computador digital possibilita a criacdo de controladores mais precisos do que 0s
controladores analdgicos, mas restringiu a velocidade de opera¢do, que esta sendo melhorada
com a evolugdo dos microcomputadores.

Esta evolucdo estd possibilitando cada vez mais que os projetistas de controladores
digitais cheguem mais proximos de sistemas com desempenho ideal.

I. 2 — Sistemas Discretos

Um sinal variante no tempo pode ser amostrado com um intervalo de tempo “T”,
formando uma sequéncia de valores discretos. Aplicando esta sequéncia discreta num sistema
dindmico continuo, teremos uma resposta que serd definida apenas nos instantes de
amostragem, como ilustrado abaixo.
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O trem de impulsos &, (t) € composto de varios impulsos &(t) definido por:
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A area do impulso &(t) éigual a 1, o que expressa a magnitude do impulso.
O sinal amostrado e*(t) pode ser descrito pela seguinte relagéo:

+00
e* () =e(®5,() = 2ekT)S—KT) @y
Portanto, o sinal discreto e*(t) serd definido apenas nos instantes de amostragens
t=kT,k=0,1,2,3...

Exemplo de um Controle Discreto: Guiagem de um Sistema Interceptor

O sistema de guiagem direciona o0 voo de um missil no espago para interceptar o veiculo
aeroespacial inimigo. A defesa usa misseis com o0 objetivo de interceptar e destruir o
bombardeiro antes que ele lance as bombas. Uma ilustracdo é mostrada na figura abaixo.
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O radar detecta a posicdo do alvo e o rastreia, fornecendo informacdes discretas
necessarias para a determinacdo das variagGes angulares e de deslocamento do alvo. Estas
informacdes (dados) sdo enviadas interruptamente ao computador que estima (calcula) a
trajetéria do alvo. O radar também rastreia 0 missil fornecendo informagbes discretas ao
computador de calcula sua trajetoria. O computador compara as duas trajetorias e determina a
correcdo necessaria na trajetoria do missil para produzir uma rota de colisdo. As informac6es
discretas sobre a correcdo da trajetéria sdo enviadas ao missil pelo radio de comando. O
sistema de controle do missil (controlador digital) converte essas informagdes em
deslocamentos mecénicos das suas superficies de controle, modificando sua trajetdria de voo,
fazendo-se entrar na rota de colisdo.
O diagrama de blocos deste sistema de controle esta mostrado na figura abaixo (parte

A).
A representacdo simplificada em diagrama de blocos esta mostrada na parte B.
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O projeto destes sistemas requer conhecimentos nas areas: comunicacgdo, processamento
digital de sinais, engenharia de computacéo e teoria de controle digital.

Nos capitulos seguintes, sera introduzida a teoria suficiente para projetar, analisar e
implementar controladores digitais.




Il — Analise de Sistemas Dinamicos Discretos

I1.1 — Introducéo

Neste capitulo, serdo estudadas algumas ferramentas matematicas para o estudo de
controle discreto.

1.2 — Transformada — Z

A transformada de Laplace é uma transformada muito Gtil para a engenharia de
controle. Para analisar sistemas de controle discretos, vamos aplicar a transformada de
Laplace em um sinal discreto e veremos que o resultado seré a transformada Z.

Considere o sinal discreto (amostrado) e*(t) mostrado na figura 1.1, aplicando-se a

transformada de Laplace na equagéo 1.1, teremos:

L{e*(t)} = [,{ie(kT)é(t - kT)} (2.1)

E *(s) :L{ie(kT)é(t—kT)} 2.2)

Devido a propriedade de linearidade da transformada de Laplace, temos:

E*(s) =2L{e(kT)5(t—kT)} 3
O sinal e(kT) 6 uma constante dentro da transformada, logo:

E*(s) :ge(kT)L{é(t—kT)} 04
A transformada de Laplace de uma fungéio transladada é dada por:

LIFt-a) =6 F(@) a0 25
Sendo, F(s)=L{f(t)}

Logo, aplicando-se esta propriedade na equacao (2.4), teremos:

E*(s)= ie(kT).e"‘TSL{é(t)} (2.6)

Como L {5(t)} - 1, a equacdo (2.6) torna-se:



E*(s) = I(Z_(;e(kT).e"‘TS 27)

A equacdo (2.7) mostra a transformada de Laplace do sinal amostrado e*(t). Por
motivo de simplicidade, define-se a variavel Z da seguinte maneira:

z=¢" (2.8)

Logo, a equagdo (2.7) torna-se:

E(z) =) e(kT)z 2.9)
k=0

Desta forma, chega-se ao dominio da variavel Z, e a equacédo (2.9) é denominada como
transformada Z de e(kT), ou seja:

e(kT) Ze(kT)Z (2.10)

O leitor podera chegar ao mesmo resultado, utilizando qualquer caminho da figura
abaixo, porém o caminho da transformada Z € o mais indicado.

FIGURA 2.1 - MAPEAMENTO

Observacdo: Sendo “s” uma varidvel complexa, S=o + Jw, a varidvel z também é
complexa: z=e“"™T —a+ jb.
O caminho reverso sera discutido mais adiante.
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A equacdo (2.10) é uma progressao geométrica (P.G.) logo, para determinar a
transformada Z de sinais amostrados, é importante relembrar que a soma de uma P.G. infinita

com o primeiro termo a, e razdo q, |q|< 1, é dada por:

5. B

1-g (2.11)

Exemplo 2.1 — Suponha que um sinal exponencial tenha sido amostrado com um
periodo de amostragem T, conforme mostrado abaixo:

at

fit )4.% o [T

g T 2T3T4T AT ETFT 8T

FIGURA 2.2
sendo a<0.
A transformada Z deste sinal amostrado sera dada por:
akT _—
Z{f(kT)} Ze (2.12)
Ou ainda,
—+00
F(Z) = ZeakT.ka (2.13)
k=0

Expandindo o somatorio, teremos:

F(z) =2’ +e 2 +e® 22+ 7%+ ... (2.14)

Verifica-se que é uma P.G. com razéo

q=e".z" (2.15)

e termo inicial
a =e"2"=1 (2.16)
Logo, supondo |q|<1,

a 1
F(z)= =
(z) 1q 17 (217)



Ainda

yA

F(z)=
(2) s (2.18)

Desta forma, a transformada Z do sinal exponencial amostrado é dada pela equacéo
(2.18).

Exemplo 2.2 — Considere o sinal amostrado y(kT) dado abaixo:

» » » 2= (LT
AT T BT T

FIGURA 2.3
A transformada Z deste sinal é dada por'
Y (z) = Z{y(kT)} Z y(KT).z"™ 2.19)

Logo,

Y(2)=y(0).2° +y(AT).z " +y(2T).z >+ y(3T).2 > + y(4T).z"* +...
(2.20)

Substituindo, teremos:

Y(z2)=0+1z2'+22°+3.2°+0+0+0...2.21)

Logo,
1 3
Y(2)=—+—=+—
(2) Sttt (2.22)
Ou ainda,
22 +27+3
Y (z )—Z— (2.23)

Portanto, a equacdo (2.23) mostra a transformada Z do sinal da figura (2.3).



1l. 3 — Relacoes entre o Plano—S e o Plano — Z

No item anterior foi demonstrado que a transformada Z de um sinal amostrado € a

transformada de Laplace de uma sequéncia discreta, com a substituicio da variavel z =e .
Isto implica que todos 0s pontos no plano — S tem seu ponto correspondente no plano — Z.
Um ponto genérico no plano — S é dado por s=a+ j#3, através do mapeamento

z=¢"", no plano — Z teremos o seguinte ponto:

7 =@ PIT — T gIfT (2.24)

z|=e" ¢ [z=pT (2.25)

O eixo imaginario do plano — S é s=jf#, =0, e o lugar geométrico correspondente
no plano — Z é:

Logo,

z=e" — |z7|=1¢0<[2<360° (2.26)

que € um circulo unitario.
O semiplano esquerdo é dado por s=—-a+ jf#, a >0, logo:

z|=e" <1 ¢ |z=4T 2.27)

que é a regido dentro do circulo unitério.
O semiplano direito é dado por s=a+ jf#, a >0, logo:

zZ|=e"">1 ¢ [2=4T (2.28)

Que é a regido fora do circulo unitério.
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FIGURA 2.4

11.4 — Algumas Propriedades da Transformada — Z

A seguir serdo apresentadas algumas propriedades da transformada Z Gteis ao controle
discreto.



i) Linearidade

Z{af,(KT)+ BT,(KT)} =aZ{ f,(KT)} + BZ{f,(KT)}

(2.29)
Demonstracao
Z{af(KT)+ BT,(KT)) = f:{a f(KT)+ BT, (KT)z ™" =

o> (KT)Z* + B3 £, (KT)Z* =aZ [ £,(KT)} + BZ{1,(KT)]

ii) Deslocamento no Tempo

Z{f(k+n)}=2"F(z)- Z”nz fk).z" (230

Demonstracéo

Z{f(k+n)= f f(k+n)z™ ='=k+“+f f(1)z™ = z"f: f(1)z"

=z" {i f()z! —ni f()z" } =7"F(2) - z”ni f(k)z ™"

iii) Operador de Avanco Unitério

A propriedade (ii) permite considerar a variavel complexa Z como um operador de
avanco unitario, desde que f(0) =0, ou seja:

ZF(Z) = Z{ f (k +l)} (2.31)

Observacdo: Por abuso de notacdo, nesta apostila eventualmente serd omitido o periodo
de amostragem T na indexacdo, ou seja:

f(KT+nT) e f(k+n)

tém o mesmo significado.

iv) Teorema do Valor Inicial

Se y(KT) possui Y(z) como transformada Z e o limite:
limY (z)
Z—>0
existe, entdo:

y(0) =limY (z) (2.32)
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Verificacao:
Y(2)= i y(kT)z* =y(0)+y(D).z ' +y(2).22+y@R).2 % +...=
— y(0)+ y@) N Y(ZZ) N Y(33) .

z yA JA

Passando o limite, teremos.

limY (2) = !ﬁ{y(0)+ yil) ' yZ(22) ' yz(f) +} _ y(0)

v) Teorema do Valor Final

Se F(z) converge para |z| >1 e se todos os polos de (z—1).F(z), estdo dentro do circulo
unitario, entdo:

lim f (k) =lim(z =) F(2) (2.33)
k—c0 z-1
Exemplo 2.3 — llustracdo do teorema do valor final.

Conforme foi demonstrado no exemplo 2.1, a transformada Z da fungdo exponencial é
dada por:

— Z aTl -1
F(Z)_z—e“T ,‘e i ‘<1 (2.34)

Supondo a=-1¢e T =0,1s, o grafico da exponencial sera:

0.1k
A c
0,1k
fikTy = & . T=01s
19
L ]
L
L]
L
L ] * .
T T T T T 2 2 £ . 2 L
01 02 03 04 05 ... k.01
FIGURA 2.5

Na figura acima, percebe-se que o valor final da funcdo sera f (+00)=0.
Aplicando o teorema do valor final, teremos:
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lim f (KT) = lim(z—1).F (z) = lim(z -1).——— = lim
k—o0 72—l -1 Z—e

Observacéo: O polo esta dentro do circulo unitario, portanto, pode-se aplicar o teorema.
De onde se verifica que o resultado da aplicacdo do teorema é idéntico ao esperado

segundo a figura (2.5).
Se =1, quanto valera f (+o0)? Confira com o grafico e com o teorema.

Il. 5 — Inverso da Transformada — Z

O resultado final de um projeto de controlador digital (discreto) € expresso em Z, para
verificar o resultado do projeto, é necessario determinar sua resposta no tempo. Para isto,
deve-se efetuar a inversa da transformada Z, ou seja:

-1

Z
/’_\>-

A seqguir, apresentaremos trés formas de se calcular a inversa da transformada — Z, uma
forma fechada (expansdo em fracdes parciais) e duas em série (divisdo continua ou utilizando
a propriedade do operador deslocamento).

i) Métodos de Expansdo em FracBes Parciais

Suponha que se deseja efetuar a Expansdo em Fragdes Parciais da seguinte funcao:
n-1 n-2
F(z) = b, 2" +b, 2" +...+Dy
n n-1
az +a ,z " +..+4a,

(2.35)

Observacdo: Caso F(z) com um ou mais zeros na origem (n zeros na origem), faca a

() ()

expanséo de e depois determine F(z) multiplicando —=~ por z"

1° Caso: Se F(z) tiver polos todos distintos.
Exemplo:
Calcule a transformada Z inversa de:

3z
YO =051 (230




Solucéo:
Expandindo
Y(z) 3 a__ b
4 (z 0,5).(z-1) (z—0,5) (z-1)
a=lim ()(z 05)—i:—6
z—0,5 0’5
b=Ilim ()(z—l):i:6
-1 7 0,5
Logo,
Y (2) —6 6 —62 62
z z-05 z-1 - Y@= z— 05 z-1

transformadas.

Fracdes Parciais de Y(z) /

Para determinar y(k), utiliza-se a tabela seguinte, onde se encontram as principais

Entdo, utilizando a relacdo n°. 13, temos:

12

y(k) = (-6).0,5* +6.1 =6.(1-0,5%)
y(k) =6.1-0,5) (2.37)
X(t) ou X,
X(s) >0 k>0 X(2)
1 1 (1), 5 1
2 o s St—nT), SKKT —nT) 7"
1 z
3 S u(t) (z-1)
1 Tz
4 s? t (z-1)?
1 z
5 (s+a) e (z—e™)
a (1-e*)z
| [s(s+a)] 1-e* (2-D.Gz-e")
w zsinwT
7 (s% +w?) sinwt 22 —2zcoswT +1
S Z(z—coswT)
8 (s* +w?) coswt 7> —2zcoswT +1
1 Tze ™
9 (s+a) te™ (z—e)?
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i} w i} ze  sinwT
10 (s+a)’ +w? e sinwt 2> — e coswT +e2"
(s+a) ze ¥ sinwT
11 _(s + a)2 W | e coswt 72 -2z coswT +e 2"
2 T?z2(z+1)
2| ¢ =0
z
13 a“ (z—-a)
z
14 a“ cosk (z+a)
k k—m z
s o e
TABELA DE TRANSFORMADA -Z (2.1)

Observagdes:  o(t) — Fungdo Impulso.
u(t) — Funcéo Degrau.
T — Periodo de Amostragem.

(k} k! :kW—D(k—a”ﬂ«4n+D:£ k J

m B k—m

~ mi(k—m)! m!

2° Caso: Existéncia de polos Multiplos

Por motivo de simplicidade, apresentaremos o método através de um exemplo.
Considere:

Z
F(z)=

(2) (2-05).(2_1) (2.38)
T =1s
A expansdo sera:

F(2) 1 A B C
= = + +
z (z-0,5).z-1)* (z-0,5 (z-1)* (z-1
Sendo:
A=lim(z-05F@ __1 _
z—0,5 7 ()’ 25

O coeficiente B e C sdo determinados fazendo-se:
1 Az-1°
(z-0,5) (z-0,5)

+B+C(z-1)
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Logo,

1
z-1 = E=O+B+O = B=2

Para determinar C deve-se derivar em ambos os lados:

_1)\2
dp 1 _d|A-D +B+C(z-1)
dz| z-0,5] , dz| z-0,5 -
-1 2A(z-1).(z-0,5) - A(z-1)
—| = > +C
(2_0’5) z-1 (2_0’5) z-1
-1
——=0+C —_
0.25 = C=-4
Logo,
F(z) 4 N 2 4
z z-0,5 (z-1* (z-)
Entdo,
F(2) = 47 N 222_ 47
z-0,5 (z-D° (z-1
(2.39)

Segundo a tabela anterior,

f(k)=4.0,5° +2(K)=4 (240

Exercicio: Determine a transformada inversa de:
3 2
F(2) = 3z°-3,2z2° +0,65z o4
(z-0,1).(z-0,5).(z-1) '

Resposta: f (K) = 0,1 +0,5* +1

NO MATLAB:
z
F(z)=
(2) (z-0,5).(z-1)°
Ou
F(z) 1 k, k, k,

z  (z-0,5).(z—1)> B Z—-1, " (z-2)? " (z-z,)
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num =[00 1]; I_ z = sym('Z);
den = poly ([0.5 1 1]); f = 2 [[(z-0.5)*(z-1)"2];
[Ki,Zi] = residue (num,den) w = iztrans(f)
ou
Ki = W = -4+4*(1/2)"k+2*n
-4.0000 — I_
2.0000 Observacéo: executado no MATLAB
4.0000 versdo (7.1).
Zi=
1.0000 —
1.0000 ——
0.5000 ——
Observagéo: -4.0000 — 1.0000 = _—41
Z —_
2.0000— 1.0000 = 2 >
(z-1)
4.0000 — 0.5000 = 4
z-0,5
Logo,
Y(z) 4 4 2
z z-0,5 z-1 (z-1)°
Ou

47 47 22
— +
z-0,5 z-1 (z-1°

Y(z)=

Usando a tabela:

f(k)=4.0,5+2k -4

ii) Método de Expansao em Série por Divisdo Continua (ou Divisdo Longa)

Da mesma forma, iremos mostrar o método através de um exemplo.

Considere:

Z2

F(2)=——
(2) z22—-7-1

(2.42)

A expansio sera feita dividindo-se z® por z° —z—1:
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z° 2’ -z7-1
2 -1 -2 -3 —4
-2°+z+1 1427 +22°4+327°+527" +...
0+z+1
—z+1+277

0+2+z°
24271 +277

0+3z1+2z7
—3z*t+32°+37°

0+5z2+3z°

Logo,
F(z)=1+z"'+227+32°+52"... (4)

A funcéo F(z) é a transformada Z de f(kT), ou seja:

F(2) =+Z'° f(KT).z™* = F(0)+ f(IT)z + f(2T)z 2 + f (3T)2 % +...

(2.44)
Comparando-se a equacao (2.43) com a equacéo (2.44), conclui-se que:
f(0)=1
f(T)=1
f(2T)=2
f(3T)=3
f(4T)=5
De onde se pode construir o gréfiC(; de f(KT) x kT :
& kT
5 L
4
3 L
2 L
19 »
———
0 1T 2 3 4 5 kT

FIGURA 2.6



NO MATLAB:

I_ clear

%num=input ('Digite o vetor do numerador [num(z)]: );
%den=input ('Digite o vetor do denominador [den(z)]: ";
num =[1 0 0];

den=[1-1-1];

a = [zeros(1,length(den)-length(num)) num];

b =den;

i=1;

for t=0:1:5

kt(i)=t;

c(i) =a (1) /b(1);

rest=a-b*c(i);

a=[rest(1,2:length(a)) O0];

i=i+1;

end

disp(" )

disp(c)

figure(2)

plot(kt,c,”*b")

xlabel('k")

ylabel(‘'f(k)")
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Exercicio: Considere a transformada Z da fungio f (kT)=e*":

F(2)=—"
Z—¢€
Através da divisdo longa, verifique graficamente se esta funcdo € realmente a
transformada Z de f(kT).

a ., a<0 (2.45)

Observacdo: O terceiro método da transformada Z inversa que utiliza a propriedade do
operador deslocamento, sera introduzida mais adiante, no item 11.8 .

11.6 — Funcdo de Transferéncia de um Sistema Discreto

A funcdo de transferéncia de um sistema discreto é definida como o modelo que
relaciona a sua entrada com sua saida, ou seja:

u(kT) Fungdo de ¥IkT)
Tentrada | Transferéncia [ oo
Sistema
Discretn
FIGURA 2.7

Em todos os sistemas discretos, a saida atual y(kT) depende da entrada atual u(kT) e
das saidas e entradas anteriores y(kT-nT) e u(kT-nT), n=1,2,3,....,¢, sendo ¢ a ordem do
sistema, ou seja:

y(k+n)=-a _,y(kk+n-)-a ,y(k+n-2)—..

= Y(K)+bu(k+n)+b, u(k+n-1) +...+bu(k)
(2.46)

Para determinar a fungdo de transferéncia deste sistema, é necessério aplicar a
transformada Z na equacao (2.46):

Z{ykk+n)}=-a_Z{y(k+n-1)}-a,_,Z{y(k+n-2)} ..

=3, Z{y(K)}+b, Z{uk+n)}+b _ Z{u(k+n-1)} +..+bZ{u(k)}
(2.47)

Aplicando a propriedade (ii) de deslocamento no tempo (vide equacdo 2.30) teremos:

n-1 n—2
2"Y (z2)-2"> y(K)z “ =-a,,2" Y (2) +a, 2" > y(K)z " +
o Py

n—-3
—a,,2" Y (2)+a,,2" 2> YKz +..—a,Y (z) +
k=0
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n-1
+b,2"U (z) —b,z" > u(k)z ™ +...+bU (2)
k=0

Supondo que as condicdes iniciais sdo todas nulas, ou seja:

y(n-)=y(n-2)=...=y(0)=u(n-1) =...=u(0)=0
(2.49)
Teremos:

2"Y (2)+a 2" Y(2)+a _,z2" Y (2)+..+a Y (2) =
b.z"U(z)+b _,z"U(2)+..+bU(z) (25

Isolando Y(z) e U(z) teremos:
Y(2)|2"+a, 2" +a, 2" .43y |=U(2)| b,z +b, 2"+ |

(2.51)
Logo,

Y(z2) _ bz"+b 2" +..+b,
U(z) z"+a, z2"'+a 2" +..+a,

(2.52)

Portanto, a funcdo de transferéncia é dada por:
n n-1
G(z) = b.z"+b 2" +...+D,
n n-1 n-2
Z +a,,Z +a,,Z " +..+q

Esquematicamente:

s
(G G(z) I:E::Il--

Fungéo de — ¥(z)= Glz).Uiz)
Transferéncia

FIGURA 2.8

Exemplo de um Sistema Discreto

Considere o integrador numérico que € implementado através de um software
computacional:

Desejam-se: y(t) = ju(t)dt
0

Computacionalmente:



(6 = [we(®rde
2707l

T 2T 3T 4T 5T BT 7T

~¥

Ou ainda:

Y(KT +T) = y(KT) +u(KT).T

Qual é a funcgdo de transferéncia deste sistema discreto?

Integrador Mumérica
ulkT) Fungdo de ¥ikT)
[N A ..
Transferéncia =
¥(z)
Ll
B G(z) -

1.7 — Resposta Impulsiva de Sistemas Discretos

20

A seguir, iremos demonstrar que a resposta impulsiva de um sistema discreto é igual a
sua funcdo de transferéncia. Este resultado serd muito importante no estudo de estabilidade e

outros assuntos.

Considere o sistema discreto abaixo:

Uiz)

= = G(2)

Sistema
Discreto
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A entrada impulsiva discreta é dada por:

A s

1, k=0

5(k) =
(k) {o , k=123.. 1

A transformada Z de &(k) é:

Z{5(k)} =§:5(k)z‘k =12°+0+0+0+...=1
k=0

0(z)=1

Sabendo-se que

Y(2)=G(2)U(z) ¢ U(2)=5(2)

Teremos:

Y(2)=G(2).0(z)=G(2).1
Y (z) =G(2)

Portanto, a funcdo de transferéncia de um sistema discreto é matematicamente igual a
transformada Z de sua resposta impulsiva.

11.8 — Transformada Z Inversa Utilizando a Propriedade de Deslocamento no Tempo

Este método aplica-se apenas quando se conhece a entrada de um sistema discreto e
deseja-se determinar a saida para esta entrada.
Considere um sistema discreto por:

Y(z2)=G(2)U(2)

Ou ainda,
n n-1
b,z"+b 2" +...+D,

Y(2)=
n n-1 n-2
Z'+a 2 " +a, ,Z " +..+a,

U (2)
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Que pode ser reescrito na forma

(2" +a,,2"" +a, 2" +..+3,)Y(2) =(0,2" +b, 2" +..+1, ) U (2)
|
2"Y (2)+a 2" Y(2)+a_,z2" Y (2)+..+a Y (2) =
=b z"U(z)+b_,z"U(2)+...+bU(2)

Supondo todas as condi¢bes iniciais nulas e aplicando a propriedade (ii) de
deslocamento no tempo (vide equagdo 2.30), porém no caminho inverso, teremos:

y(k+n)+a, ,y(k+n-)+a ,y(k+n-2)+..+a,y(k) =
=bu(k+n)+b, u(k+n-1)+...+bu(k)

Ou ainda:

y(k+n)=-a_ ,y(k+n-1)—-a ,y(k+n-2)+..—a,y(k)+
+bu(k +n)+b, ,u(k+n-1)+...+byu(k)

Desta forma, a evolugdo temporal y(k) serd determinada colocando os valores de u(k) na
equacdo acima, e determinando y(K).

Exemplo 2.4: Considere o sistema discreto abaixo:

Uiz 743 ¥(z)
- (z-0,5(z+0,5 >
Para a entrada degrau
A ulk)
U(k)= 1 se kZO 1% - - - * *
0 se k<0
_‘ ’ T T T T T *
-2 -1 o 1 2 3 4 5 k
Calcule:

a) O valor de regime permanente da saida.
b) A evolucdo temporal (resposta transitoria) de y(k).
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Solucéo:
a) Para determinar y(K)|,_,,. deve-se calcular inicialmente a transformada Z
de u(k):

U(z) =Z{u(k)} = iu(k)z"‘ =1.2°+1z +1.2%+1.2°% +...

k=0

Logo, a, =leq=2"
Entéo
1 4 (z+2) 4
U(z)= U(z)=—— Y(z)= :
(2) 1-z7% 7 (2) z-1 ~ @) (z—0,5).(z+0,5) (z-1)

Pelo teorema do valor final temos:

(z+2)

(z-0,5).(z+0,5) Q,Zlf

Como todos os polos de (z-1).Y(z) estdo dentro do circulo unitario, pode-se utilizar o
T.V.F:

y(K)| . = lim(z-1)Y (z) =lim (2-T).

3
0515

y(K),... =

b) Para obter a resposta transitoria pode-se usar a divisdo longa ou a propriedade
de deslocamento, para ilustrar resolveremos dos dois modos.

i) Por deslocamento

7+2 z+2

Y(@)= (z—0,5).(z+0,5)° V@) o Y@=l @
Ou:
(z°-0,25)Y (2) =(z+2)U(2)
z%Y (2)-0,25Y(2) = zU (2) + 2U (2)
bz
y(k +2)—0,25y(K) = u(k +1) + 2u(k)
Logo,

y(k +2) =0,25y(k) +u(k +1) + 2u(k)
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1 se k=0
sendo: Y(0)=y(-1)=0¢ u(k) = 0 se k<0

Temos:
k=-1 vy@)=0,25y(-1)+u(0)+2u(-1)=0+1+0=1
k=0 y(2)=0,25.y(0) +u(@)+2u(0)=0+1+2.1=3
k=1 y(3)=0,25.y(1)+u(2)+2u(1) =0,25.1+1+2=3,25
k=2 y(4)=0,25.y(2) +u(3)+2u(2)=0,25.3+1+2=3,75
k=3

y(5)=0,25.y(3) +u(4)+2u(3) =0,25.3,25+1+2 =3,81

Entdo, y(k") x k' é:

Ay
e e m------ W m----
|

37 [

2_

1 [

Y 5 1 : 3 *
i) Por divisdo longa:

Y(2) = Z+2 U(z) = (z+2) o

(z-0,5).(z+0,5) (z-0,5).(z+0,5) z-1
7° +2z

- 73 —722-0,252+0,25

72 +21
73 —7%2-0,252+0,25

Y(2)=
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Dividindo teremos:

2° +21 |2° — 22 -0,252+0,25
—7°+7+40,25-0,25z"  z'+3z%+3,252°+3,7527" +...
0+3z+0,25-0,25z""
—3z+3+0,752"-0,7527?

0+3,25+0,521-0,75272
325 , 325 .
4

—3,25+3,2527 +

0+3,7527  +....

Logo, Y(0)=0; y()=1; y(2)=3; y(3)=3,25; y(4)=3,75; ...

Que é 0 mesmo resultado obtido no item (i).

11.9 — Teorema de Amostragem de Shannon

Para poder recuperar o sinal original, sem distor¢do, a frequéncia de amostragem,

1

fT — 2  (Sendo T = periodo de amostragem.)

T

tem que ser pelo menos duas vezes maior que todas as frequéncias presente no espectro do
sinal original. Do contréario, ocorrera 0 ALIASING. Na figura abaixo estd mostrado um

A
WJ TR

Em engenharia de controle, recomenda-se um amplo coeficiente de seguranca ao
escolher f.. Por exemplo, 10 vezes maior que a maior frequéncia presente no sinal original.

A
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111 — Estabilidade de Sistemas de Controle Digital

I11.1 — Introducdo

O conceito de estabilidade de sistemas ja foi introduzido no curso de controle linear,
portanto, neste curso iremos diretamente as ferramentas matematicas U(teis para a
determinacéo da estabilidade de Sistemas de Controle Digital.

[11.2 — Critério BIBO

Definicdo: Um sistema possui a propriedade de estabilidade externa se toda sequéncia
de entrada limitada produz uma sequéncia de saida limitada.

Esta ¢ a estabilidade BIBO (“Bounded Input — Bounded Output™)

Lema: Um sistema linear, discreto e invariante no tempo, com resposta impulsiva g(k) é
BIBO — estavel se e somente se:

Z|g(k)| < 400
k=0

Exemplo 3.1 — Determine se o sistema é ou nao estavel:

Uz) Z vie)

— ™ -1 .
Integrador

yA

Logo, G(Z) = _Z 1 que é a resposta impulsiva.

Para determinar g(k), utilizaremos a divisao longa:

z 21

—z+1 1+z Y +722+723+...
0+1
1+z7
0+z+

7'+ 77

0+z7



Secdo: O Conceito de Estabilidade

27
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Logo, a resposta impulsiva g(k) é dada por:

90)=9@)=9(2)=9(3)=..=1

Slgt0]= 1= 4o
k=0 k=0

Portanto, o sistema é instavel.

Tem-se:

Exercicio: Estude a estabilidade do seguinte sistema discreto.

Liz) il ¥(z)
o 01 -

Em determinados casos, 0 somatorio acima podera ndo ser tdo simples como no
exemplo, a seguir seréd apresentado um teorema que facilitara a determinag&o da estabilidade.

- Teorema: Um sistema linear, discreto e invariante no tempo, com funcdo de
transferéncia G(z) é BIBO — estavel se e somente se 0s polos de G(z) tém modulo menor do
que 1.

Exemplo 3.2: Determine se o sistema abaixo é estavel.

z+1
22 +0,62+0,1

Os polos de G(z) sdo as raizes do denominador, ou seja:

z°+0,62+0,1=0
A=0,6°-4.01=-0,04

0 6+./—
2, = 0’6—2‘/ 0.04 _ 03401

G(z) =

Logo,
|z,| =|z,|=/0,3° +0,1* =0,3162 <1
Portanto, as raizes ttm maddulo menor que 1, logo o sistema é BIBO — estavel.

Observacdo: Raizes com mddulos menor que 1 significa que as raizes estdo dentro do
circulo unitario.
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1. 3 — Critério de Jury

A aplicacédo do teorema anterior em sistemas que possuem ordem maior que 2, torna-se
dificil, uma vez que sera necessario utilizar métodos computacionais para se determinar todas
as raizes. O critério de Jury estuda a estabilidade de sistemas discretos sem a necessidade de
determinar os polos.

N (z)

1° Passo: Para uma fungdo de transferéncia G(z) = D(Z)’ 0 polinémio

caracteristico é D(z). Genericamente teremos:
D(z)=d,z" +d,z" " +...+d

Construa a seguinte tabela

k=0 Linha 1 d, d - d_ d i - d,
Linha 2 dn dn_]_ d1 d() 0 do
k=1 Linha 3 d, dy - d, i = dp,y
Linha 4 d1,n—1 dl,n—z dl,O ' dl,O
k=n-1| Linha 2k +1 dyo dn, Jos
Linha 2k +2 d,, d .
k=n doo

- A'linha 1 é formada pelos coeficientes de D(z).

- As linhas pares séo formadas pela inverséo dos coeficientes da linha anterior.

- As linhas impares sdo determinadas fazendo:
IIr]hai = IInhai—Z - IIr]ha'i—l'.]k_anterior

Exemplo:

linha, =linha, —linha,. j,
2° Passo: Apligue o critério de Jury:

“O sistema ¢ estével se e somente se | Jk| <1 k=0,L...;n—1 se a tabela termina
ou se ocorre divisdo por zero, em k <n, o sistema ¢ instavel.”

Exemplo 3.3: Determine se a funcdo de transferéncia abaixo representa um sistema
estavel ou instavel.

162> -8z+1

G(z)=
(2) 82°+72°+z+4
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10 passo: D(2) =82° +2° +z+4

| v
linhal 8 1 1 4
linha2 4 8 — 8 2
g 4t 111 111 4.8t
2
1 ! ¥
1
_fiinhas © 2 2 N S S E PP
~linhas 1 1 SRRV I 7
N e 6 A
2 2
o111 11 1 1
212 2 212 2 12
1543 % ﬂ 11
_ 143 11 0 . g4 11 |11
_, [linhas 24 24 V=143 7143 7 13|
linha6 u 143 o4
24 24

k =3{linha7 5,9231

2° Passo:
Como |j;| <1, i=0,1,2, conclui-se que o sistema é estavel.

Observacdo: As raizes de G(z) sdo:

z,,=0,3286+ jO,7288 ; z,=-0,7823

Todas estdo dentro do circulo unitario (‘21,2‘ =0, 799).

Exercicio: Verifique se o sistema discreto, cuja funcdo de transferéncia é dada abaixo, é
estavel ou ndo:
4z +10

G(2) =
(2) z°+0,9z2+0,06z—0,016

Exercicio: Verifique se o sistema abaixo é ou ndo estavel, usando o critério de Jury:
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2> +4

G(z) =
(2) 2" +2,47° +1,732% +0,198z —0,1296

Exemplo 3.4: Determine as condicOes de a, e a, para que o sistema com o polindmio
caracteristico igual a:

D(z)=z°+az+a,
Seja estavel.

Solucéo:

Jo = 1
. s =2 > [al<

1-a? a,(1-a,) _ _
: ) . a(l-a,) [a(-a)|
a(l-a,) @@-a) h= 1-a}) -~ (1-a7) ‘<1

1_a2 _ af(l_az)
2| (+a)

I) De j, conclui-se: |8.2| <l —» -1< a, <1

| a(-a) al-4) g
De j, tem-se: (1_a22) %(1+a2) 1+a2

Logo,
%4 <1
1+a,
Entéo
P T | 1 1ogo 0<1 2
1+a, , porém —1<a, <l |ogo U<1l+a, <

Como 1+a, é positivo, a expressdo acima se torna:

-1-a,<a <1l+a,
i) -1-a,<a — a,>-a-1
iy ay <l+a, — a,>a -1

A regido que satisfaz as restri¢oes i, ii, e iii é:



A &2

Regido que garante a
estabilidade de Giz),
sequndo os valares
de a; e ;.

-2

tat----

>3,

32
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IV — Representacao Discreta do Subsistema:
D/A — Processo — A/D

IV.1 - Introducdo

No capitulo I, foi apresentado o sistema de controle digital genérico, vide figura (1.4-b),
que pode ser esquematizada na seguinte forma:

Computadaor

r— - ‘_ — 7 Reldgio [~ 57 777 0

| | |

' |

| Y I

M) + elt) Y e(k|T) u( kT L uit) yit)
A/D | G.(2) DA G (s) -
I Algontmao
! _ Processo
FIGURA 4.1

Neste modelo, o relégio garante que o sistema discreto ira trabalhar com um periodo de

amostragem constante.
Em geral, a referéncia r(t) (sinal de entrada) é gerada internamente pelo computador,

desta forma o diagrama acima pode ser representado como:

Computador

Processo

DA, ) G (s)

yit)
:

FIGURA 4.2

Observacéo: O relogio continua garantindo periodo de amostragem constante, porém,
por motivo de simplicidade, ele ndo foi desenhado neste diagrama.

Na figura (4.2), o sistema esta parcialmente descrito na variavel “z” e parcialmente na
variavel “s”. Para projetar o controlador G, (z), € necessario que o0 sistema todo esteja

representado em apenas uma Unica variavel. Isto é feito determinando a funcdo de
transferéncia discreta do subsistema discreto composto por D/A — processo — A/D, ou seja:
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Processo
uf KT ) ul t ) ¥(t) y( KT )
(8) 3 Dia G (s) = A0 =
U ¥z
0 2w H >

FIGURA 4.3 - (a) e (b)

Na figura (4.3), o sistema (b) é o modelo discreto do sistema (a) que possui a entrada
discreta u(kT) e a saida discreta y(kT). Observe que no modelo discreto (b), ndo esta acessivel
0 y(t) presente no modelo (a), portanto, nesta modelagem sé esta disponivel a amostragem de
y(t), ou seja, y(KT).

Como j& foi visto no capitulo 11, a funcdo de transferéncia discreta de um sistema
discreto € igual a sua resposta a entrada impulso. Desta forma, para determinar H(z) acima,
iremos aplicar uma entrada impulsiva no sentido da figura (4.3 — (a)) e obter a saida Y(z) que
sera igual a H(z). Antes, porém, apresentaremos o conversor D/A de ordem zero.

IV.2 — Conversor D/A de Ordem Zero

O conversor D/A de ordem zero aproxima os valores amostrados por um polindmio de
ordem zero, conforme mostrado na figura abaixo.

uf kT Auit)
A uCkT) Palindmio de
- 7 ¢_Drdem ZErD
- * - ~—
4 . . +—'
— = DA = ! : :
- . - — , .
Ordem zern . : . E
+ . +— : -—
o= i i l i -
0 1T 2T 3t 4T kT 0 1T 2T 37 4T i
FIGURA 4.4

A funcéo u(t) é:
U(t) = U(kT) , para kT <t < (k —|—1)T (4.1)
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IV.3 — Aplicacdo da Entrada Impulsiva em: D/A — Processo — A/D

Fazendo u(KkT) na figura (4.3 — (a)), uma entrada impulsiva, a resposta u(t) do conversor
D/A seré:

A u(kT) Ault)

14 | Afp—
—» DA e

¢ & G—3= ¢ ’ * S
0 1T 2T aT kT 0 1T 2T aT ATt

A resposta do conversor D/A é um pulso, que corresponde a uma combinacdo de
degraus. Supondo que a fungdo degrau é denominada por:

d(t),
Aty
O pulso é dado por: 1
u)=d@)—-d@t-T) @2 -t
| Adit-T)
> INISEEEEEE
o=t
Auit) U
1
T 4

Para determinar a resposta de G(S) (processo) a essa entrada, é necessario aplicar a
transformada de Laplace em (4.2).
Sabendo que:

L{ f(t —a)} =e *.F(S) ,sendo F(s)=L{f(t)}
A transformada de Laplace de (4.2) é:

LA{u(®)} =L{d({)-d({t-T)}
|
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U(s)=L{d()}-L{dt-T)}

ﬂ < Pela tabela 2.1
U(s) = 1 gwl
ﬂ S
1:__e—ST
U(s)= 5 (4.3)

Segundo a figura (4.3 — (a)), a resposta y(s) do processo devido a entrada dada pela
equacao (4.3) é:
Y (s) =G(s)U(s)

J

V(s)=G(s) 18

Logo,

y<t>:L1{1‘§S .G(s)} )

Esta resposta y(t) passa pelo conversor A/D e gera y(KT). Sendo que y(kT) é obtido de
y(t) fazendo apenas t = KT. Por simplicidade de notag&o, utilizaremos a equacéo (4.4) para
mencionar y(kT), ou seja:

y(KT) = LLl {1‘ E_ST G (s)}j

A transformada Z de y(kT) sera:

Y(z)=Z{y(kT)} = 21 ([,1 {1_:ST .G(s)})

ﬂ L
Y(2) = Z{Ll {@} - L7 {e” @}

(4.5)

t=kT }
t=kT }

t=kT

S S

f)=L" {@}

Fazendo:

Teremos:

Y@)=Z{f()-fE-T))| . =Z{f(KT)-f(KT-T)}=

t=kT
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Y(2)= Z{f(K)} - Z{f (k-1)}

Segundo o operador atraso:

Y(@2) = Z{f(K)} -z Z{f(K)}

Logo,
Y(2)=(1- z‘l)Z{ f (kT)}
Porém,
ron-{+{52])
S t=kT
Assim,

(4.6)

Y(2) = (1 zl)Z( {Gis)}j

Onde Z (L‘l {@}] deve ser interpretada como a transformada — Z da sequéncia
S

t=kT

obtida pela amostragem do sinal f(t)=L" {G(S)} com t=KkT .
S

Como a resposta ao impulso Y(z) é igual a funcdo de transferéncia do sistema (H(z)),

temos:
H(z) = (1— zl)Z( {GS)})

A equacdo (4.7) pode ser determinada utilizando apenas a tabela (2.1) do capitulo I1.
Logo, para calcular H(z) devem-se seguir 0s seguintes passos:

(4.7)

i) — Encontre na tabela (2.1) a transformada inversa de Q , OU seja:
G(s
ft)=L" { ( )}
S

i) —Faca f(kT)= f(t)|_, eencontre natabela (2.1) a transformada —Z de f(kT):
F(2) = Z{f(kT)}

iii) — Finalmente, a funcéo de transferéncia discreta do sistema D/A — G(s) — A/D sera:

H(z) =(1-z")F(2)

Exemplo 4.1: Considere o seguinte sistema dinamico com interface A/D e D/A:
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ul kT uft 5 yit) yi kT )
—3= a3

5+4

Calcule a funcdo de transferéncia discreta:

Y (2)

H()_U(z)

Solucao:
A funcdo de transferéncia H(z) é obtida realizando-se os passos da pagina anterior:

y- G(8)=——
s+a
Logo,
G(s) a
S (s+a)s

Verificando na tabela (2.1), temos:

fty=L" {G(S)} Ll{—a }zl—eﬁ‘t
S s(s+a)

ii)- f(kT)=1-e*", logo, segundo a tabela (2.1) temos:

F@)=2{f(KT)}=2{1-e "} = (1-e7)z

(Z _1).(2 —e_aT) , utilizou-se a linha (6) da

tabela

iii) — Finalmente,

@) =07 F@) -z 8T
(0)=0-2)F@)=0-2")

H(Z)=(Z;1). (=)

(z-D.(z—e™)

Logo,
—e®
—€

H(Z)—

—ar
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NO MATLAB:
Tfc2d

-

function[nz,dz]=tfc2d (num, den, t)
Determina a equivaléncia discreta do subsistema
u(kT) - G(s) - A/D - y(kT)
Modo de utilizacédo: [nz,dz]=tfc2d (num,den, ts)
Sendo ts o periodo de amostragem e G(s)=num(s)/den(s)
e o denominador da funcdo de transferéncia discreta
equivalente:
Y(z)/U(z)=H(z)=nz(z)/dz (z)
[a,b,c,d]=tf2ss (num, den) ;
[ad,bd]=c2d(a,b,t);
[nz,dz]=ss2tf (ad,bd,c,d, 1)

00 o° o° d° d° o

o°

A equivaléncia discreta pode ser obtida com a fun¢do “tfc2d.m” acima. O problema
anterior foi resolvido com esta fungéo sendo a=1 e t, =0,1s . Obteve-se:

I— >>num=1;
>> den=[1 1];
>> t5=0.1;
>> [nz,dz]=tfc2d(num,den,ts)
nz =

0 0.0952

dz =

1.0000  -0.9048

0,0952

H(z)=———
@ z—-0,9048

Exemplo 4.2: Considere o sistema de controle digital abaixo,
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Computador

Processo

uf t ] 1

DA,

s+1

¥=
=
-
Z

Motor c.c.

O periodo de amostragem da parte discretaé: T =0,1s.

Trace o gréafico de y(kT) x KT devido a entrada r(kT) tipo degrau unitario. Determine se

0 sistema é estavel.

Solucdo: Para determinar y(kT) é necessério primeiramente representar todo sistema na

variavel Z, onde obtemos:

Df& - motor cc - AT

Riz) + E@ | z NG )

Y(z)
I=

7-1

Célculo de H(2):

). G = SO 1
s+1 S s(s+1)

Segundo a tabela (2.1),

f(t)=L* {G(s)} Ll{ 1 }
S s(s+1)

ft)=1-e"

i) —
F(2)=Z{f(KT)} = Z{1-e""}

Segundo tabela (2.1),
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(1—e‘T ).z

Ny

iii) — Finalmente,

) = 2. (1-e7)z

(z-1).(z-¢eT)
Logo,
T
H(2) = 1 e_T
Z—e
0,0952
_ H(z)=——
como T =0,1s (z) 7-0 9048
Assim, o sistema sera:
Riz) + E(z) yi U(z) 00952 (z)
/ I * Z- 09048 >

Para verificar se o sistema € estavel, é necessario determinar a funcdo de transferéncia
de malha fechada:

z  0,0952
Y(z)  z-1(z-0,9048) 0,0952z
R() ,, 2z 00952  72-18096z+0,9048
z-1 (z—-0,9048)

Os polos sdo:

(1,8096) + /(~1,8096)7 — 4.0,9048
1,2 —
2
z,, =0,9048+ j0,2935

Como |z,,|=0,951<1 , 0 sistema é estavel.
A resposta deste sistema para entrada degrau sera:
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0,0952z

72 —-1.80962 +0,9048

Y(2)= R(2)

Temos:
(2* —1,80962+0,9048)Y () = 0,09522.R(2)
2°Y (z) —1,80962Y (z) +0,9048Y (z) =0,0952z.R(z)

Aplicando a propriedade de deslocamento:
y(k'+2) =1,8096y(k '+1) —0,9048y(k ") +0,0952r (k '+1)

Neste caso, as condic@es iniciais sdo nulas: y(n) = 0, n<0.
Sendo a entrada um degrau, temos:

r(n)=0 ,
r(n)=1

n<o0

n>0
Temos:

y(0) = 0,0000
y(1) = 0,0952
y(2) =0,2674
y(3) =0,4931

y(4) =0,7458
y(5) =0,9999
y(6) =1,2268
y(7) =1,5496

y(8) =1,5406 y(12) =1, 4458
y(9) =1,6054 y(13)=1,3095
y(10) =1,6064 y(14) =1,1567
y(11) =1,5496 y(15) =1,0037

Finalmente, a resposta transitoria sera:

y(16) = 0,8646
y(17) =0,7518

1.5 1
15
1.4
1.2

1 4
08
0g -
04 -
02 -

A
y(kT)

0+

1T 2 3 4 5 B 7 8B 910111213 14 15 16 17 18




NO MATLAB:

-

Degrau

% Este programa aplica a entrada degrau unitario
% no sistema discreto:

% Sendo num(z)=0,0952z e den(z)=z"2-1,8096z+0,9048
num=[0.0952 0];

den=[1-1.8096 0.9048];

T=0.1;

n=100;

tempo=(0:1:n-1)*T;

yk=dstep(num,den,n);

figure(1)

plot(tempo,yk,™*g’)

xlabel('KT [segundos]’)

ylabel('y(kT)")

title('Resposta a entrada degrau')

grid
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y(kT)

1.8

Fesposta a entrada degrau

kT [sequndos]

10




NO MATLAB:

-

Malha Fechada

o\

Determine a resposta a entrada degrau do sistema de
malha fechada:

u(t) __+ () ___A/D Gc(z) _ D/A G(s) y(t)
| — |

oe

o°

o°

oe

! !

oe

oe

Digite: malhafec

o°

ts=input ('Digite o periodo de amostragem ")

nc=input ('Digite o numerador da planta continua ")

dc=input ('Digite o denominador da planta continua (G(s)) )
n2=input ('Digite o numerador do controlador discreto (Gc(z)) )
d2=input ('Digite o denominador do controlador discreto (Gc(z) ")
jl=input ('Digite o numero total de amostras para simulacdo ')
k=1;

[n1,dl]=tfc2d(nc,dc, ts);
ny=k*conv (nl,n2);
nu=k*conv (n2,dl) ;

d=conv (dl,d2) +ny;
Jc=[0:31]*ts;

y=dstep (ny,d, jl+1);
u=dstep (nu,d, j1+1);
t=[0:.1*ts: (7J1+.01) *ts];
uc=[];

for i=0:91-1

uc (10*i+1:10*i+10)=u(i+1) *ones(1,10);
end

uc (length(t))=u(jl+l);
yc=1lsim(nc,dc,uc, t);

%disp ('execute plot (t,yc) ou plot (jc,y, "'+'") ; ")
%disp( ' (idem para uc , u) ' )

disp ('o numerador da F.T.M.F. discreta: ') ;disp (ny)

disp ('o denominador da F.T.M.F. discreta: ') ;disp (d)
disp ('Na figura 1 esté& mostrada a resposta ao degrau. ')
disp ('Na figura 2 estd mostrada a saida do controlador. ')
disp ('Digite ENTER para visualizar as figuras')

pause

figure (1) ;

plot(t,yc, 'b',Jjc,y, '+y'")
xlabel ('tempo [s] ')

ylabel ('y(t) e y(kT) ")

title ('Resposta ao degrau')
grid

pause

figure (2)

plot (t,yc, 'b',Jjc,y, '+y')
xlabel ('tempo [s] ')

ylabel ('y(t) ,y(kT) e u(t) ")
title ('Resposta ao degrau e sinal de saida do controlador')
grid

hold on

dplot (t,uc/10)

hold off

Observagéo: Este programa necessita das fungdes “tfc2d.m” e “Dplot.m”.

44
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Dplot

dplot (t,x)

[]

Coma
ndo:dplot (t,u)

function

o
°
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Resposta ao deqgrau e sinal de saida do controlador

y(t) .y(kT) e u(

tempo [s]

IV.4 — Implementacdo de uma Funcdo de Transferéncia Discreta no Microcomputador

Como foi visto no item (4.1), o sistema de controle discreto pode ser implementado

conforme o seguinte diagrama:

Microcomputador

L&,

FProcesso

G(s)

Observe que a entrada r(kT) é gerada internamente pelo microcomputador.
Genericamente, a fungéo de transferéncia do controlador é:

n n-1
b,z"+b, 2" +...+D,

Gc(z) -

Que pode ser representado na forma:

n n-1
2"+a, 2" +..+a,
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bz"+b 2" +..+b, "

GC(Z): n n-1 " ,-n
Z'+a, 2" +..+a, Z
Logo,
-1 -n
G.(2) = b, +bn_1z_l +...+boz_n
1+a, ;27 +...+a,z
Porém,
GC(Z):@
E(z)
Logo,
U(z) b,+b, 27" +...+bz™"
E(z) 1+a _,z"+..+a,z"
Ou ainda,

U(z)|1+a,,2 " +..+8,2 " |=E(z)| b, +b,,z " +..+bz " |
Desmembrando teremos:
U(z)+a _,27'U(2)+..+3a,2"U(z) =b E(2) +b,_,z'E(z) +...+b,z "E(2)
Aplicando a propriedade de deslocamento (para condic¢des nulas), teremos:
u(k)+a_u(k —1) +...+au(k —n) =b e(k) +b_e(k —1)+...+b.e(k —n)
Assim, a saida u(k) do controlador sera calculada através da seguinte relacéo:
u(k)=—a, _u(k-1)—...—au(k—n)+be(k)+b _.e(k-1)+..+be(k —n)
O programa no microcomputador deve inicialmente amostrar y(t), determinando y(k),
entdo calcular o erro e(k) =r(k)—y(k). Em seguida, deve calcular u(k) utilizando a equacéo

acima e entdo enviar o valor de u(k) para o conversor D/A. O exemplo a seguir ilustra este
procedimento.

Exemplo 4.3 — No exemplo (4.2), a funcéo de transferéncia do controlador era:
VA
G()=— | T=01s
z-1

E a entrada é um degrau:

r(k)=1 , k>0
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Saida do controlador sera determinada por:

Uiz z z' 1

U(z)
=G:(2)= ~ E@@) z-1z%' 1-7°

E(2) 7-1

Logo,

U(@)|1-2"|=E(2)
U(z)-zU(2) =E(2)

u(k) —u(k —1) =e(k)
Isolando u(k):

u(k) =u(k —1) +e(k)
Segundo o diagrama anterior:

e(k) =r(k) —y(k)

O programa devera implementar as duas equacbes de e(k) e r(k) , como mostrado
abaixo.

1-r=1
2 - Uppitir = 0
-»3- Inicializao " Timer "
4 - Realiza a conversdo A/D : y(k) « [y(K)]

5-€,=l-Y, < [e(k) =r(k) - y(k)]
+e, <« [u(k) = u(k-1) + e(k)]

i 6- U=U
. 7. Realiza a conversdo D/A : u(k) « [u(k)]

auxiliar

g-u =u,
9 - Aguarda o final do periodo de amostragem T= 0,1s
10 - Vai para o passo 3

auxiliar

IV.5 — Transformada — Z de Funcdo Continua com Atraso

Geralmente, as respostas dos processos quimicos possuem um atraso temporal de
transporte do fluido entre o controlador e os sensores.

O procedimento mostrado no exemplo a seguir, possibilita a determinagdo exata da
funcéo de transferéncia discreta de tais processos.
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Exemplo 4.3 — Considere o sistema de controle de temperatura do tanque:

Fluidao A

Cluente — = u/TE
Fluido — = —g - -
Frio Wavula Te
Misturadora X

O atraso entre 0 ponto Tc e Te € A segundos, sendo Tc a temperatura na saida da
valvula misturadora e Te a temperatura no tanque.
A funcdo de transferéncia com atraso A é:

T,(s) e’
T.(s) =6)= : (4.8)

a

Fazendo o atraso 4 uma combinacdo do periodo de amostragem T, teremos:
/IZIT_mT ,Sendo I € {01112131---} e0<m<l
Por exemplo, se T=1s e 1=1,5s, teremos: 4 =2.1-0,5.1, logo I=2 e m=0,5.

Substituindo A =1.T —m.T na equagio (4.8) teremos:

e—(IT—mT)s
G(s)=——
—+1
a
Logo,
—ITs mTs
e e
G(s) =
—+1
a

A funcéo de transferéncia discreta do subsistema:
D/A — Processo com atraso — A/D, seré:

H(z)=@1-z"2 L {e'“ [ }

s(s+a)

Como | é inteiro, teremos:
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H(z)=01-z"2"'2:L" {emTS L}

's(s+a)

Expandindo em fracdes parciais:

H(z) =~ =y s {em“.(1 —i)}
7' S S+a

H(Z) _ Z_llz Ll{est ~ gmTs }

7' s s+a

Logo,

b1
f(s)  f()

A transformada inversa de Laplace das fungdes f,(s) e f,(s) séo:

A £, ) = u{t+mT) ATl =g Pt

T ' T T T - T : T T T Ju=
RN 1T 2T 31Tt AT " 1T 2T 3T

As amostragens com periodo T destas funcGes serdo:

AT (kT AT LKT)
—hr—r—r—
—amT
1ie
»
T T T T T T T T ? L
1T 1T a7 aT t 1T 1T 27 3T t




o1

Logo,
f,(KT)=u(kT) ¢ f,(KT)=e " ™
Assim,
Z—l —amT ~—akT
H(z) === Z{u(kT)—e ™" &7}
Z
z-1 z ez
H(z)= Z —
@ A L—l z—eaT}
Ou ainda:
) 7+ (e—amT _e—aT)
H(z)=(1l-e®*)—— a=
( ) ( ) ZI(Z—e_aT) ,sendo (l_e—amT)
Exemplo:

Sea=1, T=1se A=1,5s, calcule a resposta ao degrau deste sistema.

Solucao:

Teremos: 4=2.1-0,5.1 logo, 1I=2 e m=0,5 substituindo, teremos:
05 -1

e " —¢e

{H(a 05”
_e !
H(z)=(1-e"%).
@)=0-e") =
z+0,6065

H(z) =0,3935.—
z2°(z-0,3679)

Aplicando-se o degrau, as respostas de G(s) e H(z) estdo mostradas na figura a seguir.
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y(K)

Resposta ao degrau do Sistema com Atraso
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V — Método do Lugar das Raizes (Root — Locus)

V.1 — Introducéo

O método do lugar das Raizes foi criado por R. Evans em 1953. Permite estudar a
evolucdo das raizes de uma equacdo, quando um parametro € variado continuamente.
Possibilitando a determinacdo deste parametro de tal forma que o sistema atinja o
comportamento dinadmico desejado.

Ambas as funcdes de transferéncia de sistemas continuos e discretos sdo funcgdes
complexas, ou seja, fungdes que possuem variaveis complexas: s ou z, respectivamente. Desta
forma, as regras do método do lugar das raizes sdo as mesmas para os dois sistemas. Portanto,
sera mostrada aqui apenas uma revisao deste topico.

O principio do método esta baseado na realimentacdo mostrada a seguir.

¥
REZ)  + -~ Ik ] 6@ IZEII

H{z)

FIGURAS.1

Sendo que se deseja determinar a influéncia do ganho k (O<k<-+oo) sobre os polos do
sistema em malha fechada. A funcéo de transferéncia de malha fechada (F.T.M.F.) do sistema
da figura acima é:

Y(z) k.G(2)
R(z) 1+kG(2).H(z)

O objetivo do método é estabelecer regras simples para tracar o lugar geométrico
formado pelas raizes de 1+k.G(z).H(z), quando k variar de 0 & +oo, sem o conhecimento

explicito das raizes. Deseja estudar a seguinte equacao:
1+ kG(Z)H (Z) =0 , para O<k< +o0

V.2 — As regras do Root - Locus

Regra 1 — Os ramos do “Root — Locus” come¢am nos polos de G(z).H(z), nos quais
k=0 . Os ramos terminam nos zeros de G(z).H(z), inclusive zeros no infinito. O namero de
“zeros no infinito” ¢ igual a:

n, =n,—n (5.1)

Onde n, - nimeros de polos de G(z).H(z)
n, - numeros de zeros de G(z).H(z)

Exemplo: Suponha que no sistema da figura (5.1), G(z) e H(z) séo:
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(z+2)

2 € H(Z):(Z+5)
yA

(z+4) ©2

G(2) =

As raizes de 1+ k.G(z).H(z) serdo determinadas por:

1ok (z+2).(z+5) 0

2°(z+4) (5:3)
Ou ainda:
2°(z+4)+k.(z+2).(z+5)=0 (5.4)
i) Se k=0, a equagio acima ficara:
2°(z+4)=0

Logo: Zl=Z2:0 e Z3=—4

Note que esses sdo os polos de G(z2).H(2).

i) Se k — +o0, para analisar este intervalo, vamos reescrever a equacéo (5.4):

_°(z+4)
(z+2).(z+5) (55)

Se k — +o0, 0 lado direito da equacdo (5.5) se iguala a +oo se e somente se:
z—>—2 (pelaesquerda)
z—>-5 (pelaesquerda)
ou
Z—>—©

Sendo que z, =-2 e z, =-5 sd0 0s zeros de G(z).H(z) e z—>—o ¢ um “zero no
infinito”.
Neste caso,

n, = 3 e N, =2 1ogo N,, =3—2=1(namero de zeros no infinito)

Regra 2 — As regides do eixo real a esquerda de um numero impar de polos e zeros de
k.G(z).H(z) pertencem ao “Root — locus”.

Exemplo: Para os valores do exemplo anterior teremos:

k.(z+2).(z+5)

k.G(2).H(z) = (21 4)
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Os zerossdo: z,=-2 e z,=-5
Ospolossdo: R =P,=0 e P, =-4

No plano imaginario os polos sio representados por “X” e os zeros por “0”.
A aplicacao da regra 2 neste caso sera:

A Mz

FAVAVATAYAVE Ununu_r\u,n.m \X:AUAUAUJ\UAJIAUAUAUAUAm I h
- 5 - '4 - 3 - :2 - 1 I:I R g |: 7 :l

Observacdo: Esta regra é facilmente obtida verificando-se a condi¢do de angulo da
equacdo 1+Kk.G(z).H(z) =0, que pode ser executada na forma:

kG(2)H(Z)=-1 . k>0

Para que esta equacao seja verdadeira, o angulo devera ser:
G(2).H(z) =|-1=(2i +1).180° = i=0,+1...

Z+2
se G(2).H(2)= 7+ 4+ duanto seré o angulo de G(2).H(D)|,.,="

= pL2:|p+2—|p+4
z=p p+4 L L

Que segundo a figura abaixo: G(2).H () |z=p: a—p

Neste caso teremos: G(Z)H (Z)
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Regra 3 — Quando k se aproxima de +oo, os ramos do “Root — Locus”, assintotam retas
com inclinagao:

2+l .180° i=0,+1...
n,—n, !

sendo N, —N° de polos de G(z).H(z)
n, —n° de zeros de G(z).H(z)

k(z+3)
z2(z+1).(z+4)

Verificacdo: Considere G(2).H(z)=

Temos: n, =3 e n, =1. No plano complexo teremos:

Fazendo o ponto P crescer infinitamente, e para verificar se P pertence ao “Root —
Locus” pode-se reescrever a figura acima:



P ‘Im[zj
\ 03
\ Ezer
I I - \\91 ok b,
2107 107 g Re(z)

O ponto P pertencera ao “Root — Locus”, se:
G(z).H (z)‘ = (2i+1).180°  j=0,+1,..
z=p

Sendo que:

G(Z)H(Z)‘ =_91_92 _93+92ero
z=p
se P—> 0,0 ~9156’2593Et9,|0go:

G(z).H(z2) 0

Zero

z=P—o

Logo,

(2 +1).(-180°)  (2i+1).180°
3-1 3-1

0

sendo N, =3 ; N, =1

Porém, N, —N, = 3—1 entso:

_ (2i+1).(180°)

0 i=0,41,...
n,—n,
Exemplo: Para
G(z).H(z) = K :n,=3en,=0
(z+1).(z+4).z

Entdo os angulos das assintotas serao:

_ (2i+1).180°
3-0

0

=(2i+1).60° j=0,+1,..

Para,

I=0560=60° ; i=1-560=180° e i=2—60=300°

—6,—-0,-6,=0-30=(2i+1).180°
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I=—1560=-60° ; iI=—2—>60=-180° e i=-3—>6=-300°

Porém,

180°=-180° , 60°=-300° ¢ —60°=300°

Logo:
6, =60° , 6,=-60° e 4, =180°

Regra 4 — O ponto de partida das assintotas é o centro de gravidade (C.G) da
configuracdo de polos e zeros, ou seja:

oG > Polos— Y Zeros
n,—n,

Exemplo: Para o sistema do exemplo anterior, onde G(z).H(z)=;,
2(z+1).(z+4)

teremos:

_n,=3en,=0;

_ospolossdo: PR=0, P,=-1e P,=—-4.
_0S zeros sdo: nenhum.

(0-1-4)-0 _-5

CG = =
H0%0, 3-0 3

Entao:

‘Im[z]
Asgsintota

4 A /2'
=.5
C6=-3

BO"
Assintota /‘

Regra 5 — Os pontos nos quais os ramos do “Root — Locus” deixam (ou entram) o eixo
real sdo determinados utilizando-se a seguinte relagéo:

%[(G(z).H (z))‘l} -0

No exemplo descrito anteriormente, teremos:
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1
Cl2)H (@)= 2(2+4).(z+1)
Entéo,
(G(2).H(2)) " =2(z+4).(z+1) = 2° +52° + 42
Logo,

d =l d
— | (G(2).H(z =—(2°+52°+42) =32 +102+4=0
L (G@H@) " = )

As solugdes sao:

7, =—0,4648

Z, = —2,8685 (desprezado, pois ndo pertence ao root — locus).

O root — locus sera:

111111111111111111111111111111

Re(z)

Z,=-0,4648
IPonto de Partida)

Regra 6 — Duas raizes deixam ou entram no eixo real com angulos + 90°.
Regra 7 — O “Root — Locus” ¢ simétrico em relagao ao eixo real.
Isto decorre do fato de que as raizes de um polindmio de coeficientes reais
ou sdo reais ou pares complexos conjugados.
Regra 8 — Para se determinar o ganho k associado a um ponto p do “Root — Locus”,
deve-se utilizar a condi¢do de médulo da equacéo.

1+k.G(z).H(2) =0

Que pode ser colocado numa forma mais direta, reescrevendo-se a equacgao acima:

kG(z).H(z)=-1

Pela condi¢do de modulo temos:

k.G(z).H(2)| =]

Como 0 <k <400 teremos:
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k |G(2).H (z)”zzp =1
Logo,
k, = L
G(z).H (z)”zzp

Exemplo: Suponha que no sistema da figura (5.1), as funcbes de transferéncia sao:

G(z):—1 e H(z):l. Calcule o méximo valor de k de tal forma que o sistema seja
z— z

estavel. Trace o “Root — Locus” do sistema para ajudar, 0 <k < +o0.
Neste caso, temos:

k
KG(2).H(2) = ——
2(z-1)
Temos: Polos > BR=0¢e P, =1
Zeros — nenhum
n,= 2
nz:O :>nzﬁw:2—022
(2i +1).180°
_ Angulo das assintotas: 0= =+90°

n,-n,

oo ZPoIos—Zzeros _0+1-0 1
- n,—n, - 2-0 2

_ CG das assintotas: C

_ Ponto de partida:

d -1 d  , 1
E((G(z).H(z)) ):O:E(z ~2)=27-1=0=>12 =3

O “Root — Locus” com a regido de estabilidade é:
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Percebe-se no “Root — Locus” que o sistema sera estavel se as raizes da F.T.M.F. ficar
dentro do circulo unitario. Isto é respeitado se e somente se 0 <k <k,. Para determinar k,,

iremos utilizar a regra 8, sendo que 0 ponto de cruzamento do “Root — Locus” com o circulo
unitario é:

H
NI
s

| —

Pela regra 8, a condi¢do de médulo é:

K, = 1 :£+jﬁ.1+jﬁ—1:1
1 2 2 12 2
z(z-1)

=1,
Logo, para que o sistema seja estavel, é necessario que: 0 <k <1.

Regra 9 — Os angulos de saida (chegada) de polos (aos zeros) sdo determinados a partir
da condi¢éo geral de angulo.

Exemplo: Seja

kG(2).H(z) = K(z+2)

z2(z+1+4)).(z+1-4))

Neste caso: n,  =3-1=2, portanto teremos 2 assintotas.
O esboco inicial do “Root — Locus” é:
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Imiz)
T _‘ 4
J’ ununununuﬂ:}.munununun h
-2 1 0 Re(z)
deooonnn] s

Precisa-se determinar o angulo 8 com o qual o “Root — Locus” deixa os polos
complexos. Para isto, verificamos qual é o angulo de um ponto P préximo a esse polo,
fazendo:

A i

Pela condigo de angulo, teremos:
G(z).H (z)L:p —0,-0-6,—6,=(21+1).180°  j=0,+1,...
Se a distancia em P e o polo forem nulos, ou seja, r — 0, os angulos serdo:
0 = (arc tg %) +90°=104, 04°

6, =arc tg% =75,96°
6, =90°
0="

Logo, substituindo esses valores na equacao de angulo, teremos:

75,96° -0 —104,04°—90°= (2i +1).180°
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Parai=0 — 6=-298,08°, que ¢é o angulo de partida do polo.
O “Root — Locus” sera:

‘ lmiz)

Exemplo: Suponha que no sistema da figura (5.1), tenhamos:
k(z
kG(2).H(z) = k(z+0,5)
2(z-1)

Este sistema tem dois polos e um zero, € conhecido que neste caso, o “Root — Locus” é

um circulo centrado no zero. Para determinar o raio basta calcular o ponto de partida com a
relacdo:

d

E[(G(z).H (Z))lJ =0 (regras5)

d z(z-1) 0

dz| (z+0,5) -

(2z2-1).(z+0,5)—(z° - 2)
(z+0,5)°

. Trace o “Root — Locus”.

Neste caso,

=0 = 2*+2-0,5=0

Entéo: z, =0,366
z, =—1,366



O “Root — Locus” sera:

Este sistema tem os mesmos polos que o do exemplo da pagina 61, mais um zero em
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-0,5. Comparando os dois “Root — Locus” dos exemplos, percebe-se que a presencga do zero
“atrai” o “Root — Locus”.
No préximo capitulo, serdo apresentadas as especificagdes de um sistema de controle e

0s principais métodos de projeto de controladores digitais.

O MATLAB desenha o Root — Locus de um sistema, como pode ser visto no programa

a seguir, sendo que G(2).H(z) =

z+0,5
(z—0,5)z"

Rootlocd.m

r_ num=[1 0.5];
den=conv ([l -0.5],[1 01);
rlocus (num, den) ;
zgrid
[k,polo]l=rlocfind (num, den)

0° o® d° o o° o° A° o o°

o\°

Resultado da execug¢do do Programa
rootlocd
select a point in the grafhics window
selected point =
-0.7506 + 0.65681
k =
2.0043
polo =
-0.7521 + 0.66061
-0.7521 - 0.66061
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Root Locus

Ao
- 1 1 -
et BB

Eixo Imaginario

Eixo Real

O MATLAB possui um ambiente grafico com varias ferramentas Uteis para o Root —
Locus, chamado de “rltool”. Para entrar no ambiente, supondo

s+1
G(s).H(s) =
(8)H() s° + 552 + 65

r_ num=[1 1];

den=[1 5 6 0];
[A,B,C,D]=tf2ss (num,den) ;
sys=ss(A,B,C,D);

rltool (sys)

, digite:

ou

r_ num=[1 17];

den=[1 5 6 0];
sys=tf (num, den) ;
rltool (sys)

As telas do ambiente “rltool” s3o mostradas abaixo:



File Edit Debug Desktop Window Help

O E':| $ BB o o |ﬁ ﬂ’| 7 | Currert Directary: | COMATLABTON twork

vIlJ &

Shortcuts [2] How to Add [2] What's hew

> nuw=[1 1]:

> den=[1 5 & 0]:

> [A,EB,C,D]=tfis= (num,den);
> sys=33(4,B,C,D):

> rltoolisys)

b

2 SISO Design Tool
File  Edit

View Compensators  Analysis  Tools Window  Help

Rixo ¥ |timz XN

LTI Viewer for SISO Design Tool
File Edit ‘Window Help

D& &8

Step Response

06+

06+

Amplituce

0.4+

0.2+

Time (zec)

| Change the line styles shovwn inthis LTI Viewer.

Real-Time Update

Current Compensator ‘

Imag Axis

T3 25 = A5 A 05 ]
Real Axis

Loop gain changed to 14.5

Observacdo: A resposta ao degrau mostrada acima, € resposta ao degrau do sistema
continuo em s. Para encontrar o discreto equivalente, use o menu “Tools”.
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VI — Métodos de Projetos de Controladores Digitais

VI.1 - Introducéo

Neste capitulo serdo estudados alguns dos principais métodos de projeto de
controladores digitais, segundo a abordagem classica da funcdo de transferéncia. Serdo
apresentadas as vantagens e as suas limitagdes. Antes, porém, serdo descritas as
especificacOes que estes projetos deverdo atender.

V1.2 — Especificacbes de Sistemas de Controle

Em geral, os sistemas de controle devem atender as seguintes especificacdes:
a) Erro de regime permanente
E a precisdo de rastreamento em regime permanente que o sistema deve ter.
b) Resposta dinamica
E a precisdo que o sistema deve ter durante o periodo transitorio.
b, ) Estabilidade;
b,) Tempo de subida (t,);
b, ) “Overshoot” ou sobre sinal (P.O);
b, ) Tempo de estabelecimento (t,).
A figura abaixo ilustra estas especificacGes:

Exempla de sinal continuo no tempao

Sobre Sinal

____________ . : 71 1% de A

b

FIGURA 6.1

c¢) Esforco requerido ao controle
c,) Magnitude maxima da entrada u(t).

C,) Minima energia: kJ.uzdt .Neste caso é necessario utilizar técnicas de controle
6timo n&o abordada neste curso.

Exemplo: As especificagcOes para o projeto do controlador de uma antena que recebe
sinais de um satélite de comunicagéo, dado na figura abaixo, s&o:

a — Preciséo de rastreamento em regime menor que 0,01 rad,

b — Percentagem de “overshoot” a entrada degrau <16%,

¢ — Tempo de estabelecimento <10 segundos, (1%).
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FIGURA 6.2

O satélite realiza um movimento com velocidade angular constante de 0,01 rad/s. Para
atender a especificacdo de rastreamento em regime permanente, deve-se “traduzir” essa
informacéo, ou seja, o0 angulo 6, varia em fungdo do tempo como:

rad
o, (t) = (0, OlTj't ou 6,(t) =0,01t

Que é a entrada rampa mostrada abaixo:

Toait) [rad]

002{-----=-=--=---

001------: , |

FIGURA 6.3

O angulo #,(t) da antena devera rastrear o angulo 6,(t) com preciséo de 0,01 rad
(=0,6°). Para projetar este controlador deve-se primeiramente estudar erro de regime

permanente para entrada tipo rampa, mostrado mais adiante.
Este exemplo da antena rastreadora sera utilizado nos topicos de projeto, portanto, ja

aproveitaremos agora para deduzir sua funcéo de transferéncia.
A equacdo de movimento desta antena, sem considerar a a¢do do vento, é dada por:

JOM)+BO®M) =T(t) ou T(t)—BO()=JO(t)

Sendo: 0 — Angulo da antena;
T — Torque do motor que movimenta a antena;
J — Momento de inércia de todo o sistema;
B — Coeficiente de amortecimento (devido ao atrito).
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A funcdo de transferéncia (F.T.) é determinada aplicando-se a transformada de Laplace
na equacdo de movimento:

L{36(t)+BO(t)} = L{T (1)}
Supondo que o sistema tenha condicdes iniciais nulas,
Js?0(s) +BsO(s) =T (s)

Ou ainda,

_T(s)
0(s) = Js% + Bs

Como exemplo, assuma que J /B =10 segundos e tomando uma nova entrada:

U(s)= ? , teremos:

a(s) 1
U(s) s(10s+1)
Entdo,
1
C0) = Sos 11

A configuracédo geral do sistema de controle desta antena e outros sistemas sdo dados na
figura abaixo:

Contraladar Antena
b
UI:S:I + EI:S:I GE(S) G (S) ,':-S_j
a(s) - Bis)

FIGURA 6.4

Se o controlador for digital, este sistema de controle serd representado na seguinte
forma:



O equivalente discreto do subsistema D/A — G(s) — A/D é obtido por:

G(z2)=(1-zY2 L‘l{

G(s)

|

t=kT

Timer
|
i_ ————— \L ——————— 1I Planta
+ sl ol )
u
AJD Pl Computador el s, = (3 (S) ou-
FIGURA 6.5
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Assim, o sistema da figura acima pode ser representado na forma discreta

integralmente:

Controlador

GE(Z)

Flanta

G (z)

FIGURA 6.6

Sendo que G,(z) ¢ afuncdo de transferéncia do controlador discreto.

A estrutura da figura (6.6) sera utilizada no decorrer deste capitulo.
A seguir serdo apresentadas as especificacdes de controle.

VI1.2.1 — Erro de Regime Permanente

O erro entre a entrada U (z) e a saida Y (z) do sistema na figura (6.6) é:

E(z)=U(2)-Y(2)

Como

Reagrupando,

Y (z) =G(2).G,(2).E(z) , substituindo teremos:

E(z)=U(2)-G(2).G,(2).E(2)

E(z) =

U (z)

- 1+G,(2).G(2)
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Esta é a equacdo que relaciona o erro em funcdo da entrada. Para estudar o erro de
regime permanente, temos que fazer t— +oo(k —+0) e analisar e(+o0). Faremos isto

primeiramente para a entrada degrau e depois para rampa.

i — Erro de regime permanente para entrada tipo degrau

A transformada — Z de um sinal tipo degrau é:

Az

U(z)=—-

z-1

Sendo:
A uikT)
A = = = = = = = = = = =
* # ¥ i f f t f f f t f f f t : )

T T 3T 4T &T BT J¥T 8T 9T 10T 11T

O erro para essa entrada é:

E(2) = 1 Az

1+G,(2).G(2) (z-1)

Supondo que todos os polos do sistema de malha fechada estejam dentro do circulo
unitario, e aplicando o teorema do valor final, o erro em regime permanente sera:

o) = lm(z - DE@ =l G0 e P

Ou

: A
e(+o0) =lim =
11+G,(2).G(z) 1+k,

Sendo k, definido como: K, = ULT G,(2).G(2)

Note que se o sistema dado na figura (6.6) for estavel, entdo é possivel aplicar o
Teorema do Valor Final em E(z), como acima.

e Se G,(2).G(z) ndo possui nenhum polo em z=1, k, sera uma constante e e(+oo)

tambem, indicando um erro de regime permanente constante entre y(t) e u(t) (na
verdade entre y(k) e u(k)).
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e Se G,(2).G(z) possuir um ou mais polos em z=1, k, tendera a +oo e e(+o) tendera

a zero, indicando que em regime permanente ndo havera erro entre y(t) e u(t), (na
verdade entre y(k) e u(k)).

ii — Erro de regime permanente para entrada tipo rampa

A transformada — Z de um sinal tipo rampa com periodo de amostragem T e coeficiente
angular A é:

AT.z
U(z)= (117 - (Vide tabela dapigina 12
A ) A (kT
al__ ___

|

|

|

|

I t kT

t t | t o } } t t I=

1 T 2T 3T 4T

O erro para essa entrada é:

E(2) 1 AT.z

T1+G,(2)G(2) (z-1)°

Aplicando o teorema do valor final, teremos:

e(+w) =lim : e : ALz
21 [1+G.(2)G(2)] (z-1)*
Ou ainda,
: AT.z
e(+o0) =lim
-1 7 -1+ (2-1)G,(2).G(2)
e(+0) = lim AT A

=1 (2-1G,(2)6(2) K

\

Sendo k, definido como: kv -
v 21

—lim (Z _l)Gc(Z)G(Z)
T
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e Se G,(z).G(z) possui apenas um polo em z =1, k, sera constante e o erro de regime

permanente entre u(t) e y(t) serd constante, (entre u(k) e y(k)).
e Se G, (z).G(z) possuir mais de um poloem z=1, k, tendera a *co e 0 erro de regime
permanente entre u(t) e y(t) tendera a zero, (entre u(k) e y(k)).

Exemplo: No sistema de rastreamento do satélite pela antena, descrito no item (6.2), foi
especificado que o controlador deveria proporcionar um erro de regime permanente menor
que 0,01 rad. A entrada do sistema é 6, (angulo do satélite) e é tipo rampa, 6,(t)=0,01t.

Neste caso, o erro do regime é dado por:

e(+o0) = kﬁ <0,01

\

Com A= 0,01 temos:

9.9 501
I(V
Logo, kv >1
Porém,
K = Iirrll (z-1G,(2).G(z)
Desta forma,

z—1

lim (Z_l)GfI_(Z)'G(Z) o1

Portanto, a fungdo de transferéncia do controlador, G, (z), tem que ser tal que a

expressao acima seja satisfeita. Mais adiante iremos utilizar esta expressao para o projeto
de G.(z).

Os resultados obtidos nos itens i e ii podem ser facilmente resumidos na tabela abaixo.

Numeros de polos de | Entrada tipo Entrada tipo

G.(2).G(z) em z =1. degrau. rampa.
0 A
1+k, o0 N
1 0 A
kV — e(+o0)
2 0 0
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Observagéo: Para calcular os valores de e(+w) da tabela acima, foi suposto que todos

os polos do sistema de malha fechada estivessem dentro do circulo unitario.
Segundo o capitulo (4) que o integrador tem a seguinte funcédo de transferéncia:

VA
G (2)=——
¢ z-1
Note que ele tem um polo em z=1. Podemos concluir que os controladores do tipo
integrador, diminuem ou tornam nulos os erros de regime permanente.

Exercicio: Projete um controlador discreto G,(z) tal que o erro de regime permanente

seja nulo para entrada do tipo degrau unitario. A planta € um motor c.c. e a saida de interesse
é a velocidade de rotagdo do eixo.

T=01z
T
- T T T T I==-—==-- ! Planta
| e |
e e
uis) + 4 ws)
) ADP G (Z) o oma - -
- c s+ 8 rotacio
do epzo
controlador motor ©.c.

E necessario garantir a estabilidade?

V1.2.2 — Resposta Dindmica ou Precisdo Durante o Transitério

A precisdo durante o transitorio é a habilidade do sistema em manter erros pequenos
guando a entrada variar. As especificacdes do desempenho durante o transitorio podem ser
feitos no dominio do tempo e transladados ao dominio da frequéncia, em termos de s ou z.
Comumente, essas especificacdes sdo feitas no dominio s, supondo-se que o sistema é de 22
ordem, ou seja:

WZ

H(s) = :
) $° + 2L W S+ W

Assim, as especifica¢bes sdo expressas em funcdo de ¢ (coeficiente de amortecimento)
e w, (frequéncia natural de oscilagéo), que séo:
e Porcentagem de “overshoot™:

(¢ },,
P.O.%= e[1‘42 100%

sendo 0<¢ <1.
(Vide Ogata, Engenharia de Controle Moderno).
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FO%

100%

a0

a0

70

50

50%

40

30

20

10

0 I I I I I I I L Dy
a 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0B 07 0.8 09 1

e Tempo de subida t,: € o tempo necessario para a resposta passar de 10% para 90% do

seu valor final.
Uma relagdo do tempo de subida, aproximada, é:

2,4
t=—"—
Wn
Essa expressao foi obtida fazendo ¢ =0,5 na expressao geral:

. _ Z-arcsen J1-¢7

s W, 1_4/2

Neste curso, usaremos a forma aproximada.

e Tempo de estabelecimento t,: é o tempo necessario para a curva de resposta alcangar
e permanecer dentro de uma faixa em torno do valor final, tipicamente, 1%.

= 4,6

= 2w,

cW,
Todas essas especificagcdes foram dadas em fungéo da variavel s, para passa-las para o

dominio z, utiliza-se 0 mapeamento de polos,
sT

Z=¢

ja estudado no capitulo (2).
Os polos do sistema de 22 ordem do item (6.2.2) s&o:

s=—¢w +jw {J1-¢* 0<¢ <1

Utilizando o mapeamento de polos, teremos:
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(—cjwnir W, \/I—?)T

/=8¢
ou
— i p— 2
7=¢ Sw, T .eijWnTafl g

Serdo analisados 0s trés casos:

¢ = constante (P.0.% constante)
W, = constante (t, constante)
Sw. = constante (t, constante) .

e W =constante aexpressdo dos polos (Z) ficara:

; 2
7= e—gwnT .ei W, T1-¢

O modulo de Z seré;
|z| =€~ " — constante

O angulo sera:
f 2
|_Z = iWnT 1- g” , que sera qualquer.

Portanto, no plano Z teremos os seguintes lugares geométricos que sdo circulos

. i —Cw, T
centrados na origem de raio: I' =€ eV .
A Imiz)
T
i £ Wi
2
Eowe T
r2= & ‘22 na
f
-
Re(z)

Portanto, o lugar geométrico no plano Z que corresponde a um determinado t,
especificado no plano s, serd um circulo de raio r, centrado na origem do plano Z.

« ¢ =constante (0<¢ <1)

. 2
7 = e—g’WnT .eiJWnT 1-&
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Se:

=1 — [z2=0° e |z7l>0<]|z/<1 — Semi-eixoreal 0<z<1

=0 — |z7=1 e 2=V —> Circulo unitario
w,=0 — |z]=1 e [z=0°
0<¢ <l e
é/ Wi crescente |Z| decrescente € I_Z crescente

Este lugar geométrico é uma espiral que inicia no ponto 1.
Portanto, o lugar geométrico no plano Z que corresponde a uma determinada P.0O.% sao
espirais, como mostra a figura seguinte:

A Imiz]
i c=0
Cun_-'as_ £4=02
Bspirais
co=045
( ¢3=0.7
d .
-1 oo 1 Re(z)
£=1

Observacdo: A figura acima esta fora de escala.
e W =constante e 0<J <1
7 — Wl gt AN
=0 — |z=1 e [z=w,T — Circulo unitério

Se:f;:l — |Z|=e‘WnT e [z=0° — Semi-eixoreal 0<z<1

Os lugares geométricos sdo curvas que saem do circulo unitario e chegam ao semieixo
real positivo, como mostrado abaixo:




Essas séo as curvas no plano Z correspondentes a especificagdes de t, no dominio s.
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Para facilitar o projeto dos controladores para atender essas especificacbes de
transitério, mantém-se o0 mapa da figura da pagina seguinte, onde se encontram as curvas de
w, constante (t,), ¢ constante (P.O. %) e {'w, constante (t,).

Eixo Imaginario

1 T T T

0.8+

06

i :

]
.
oy,
l
]
I

3|3

o
om
T

o
mu]
T

.
o
us:
i

\
2\

(|
I
I\I\I‘{
A\

-1 -0.8 0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 na
Eixo Real

zgrid’

A figura acima pode ser obtida usando-se o comando “zgrid” do MATLAB, digite “help

ﬁespostas ao impulso de sistemas discretos cujo polo estd mostrado no plano Z.
4 |m(z)
VAV
i \.,fA\'
__R\ ]
R —— Cegs
e N N
v
% >
-1 0.5 f 0.5 )i\ 1 Re(z)
LA A AR ——— I
YV VY
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72

W, = constante

OBS.: Curvasde §=constante e W, =constante T = Perfodo de amastragem G, mﬁ_Uﬁa,wmﬁm:ﬁm
) ) Cw T Z
Cuvasde 7= ﬁés = ronstante: circulos de raio £= mn n
. e _ — Maior circulo
Curvvasde W4~ constante: E_n_m_u_uz_:_u__:mmmn_muﬁﬁa&TﬁH plc=0) |
Maior W,
Maior €

= menar {g

— menor

— menor PO%
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Exemplo: Identifique no mapa anterior a regido do plano — Z que atende em conjunto as

seguintes especificagoes:
P.0.% <16% , t, <6se t, <20s,
Sabendo que o periodo de amostragem do sistema discreto é T=15s.
Sabe-se
[ ; ]

2
PO%=|e ") | 100%

P.0.% <16%

Logo, 4/20,504

2,4
° ts:—etSSGS
Wn
2,4
Logo,WS6 —w >0,4
t"’ﬂ t <20
tgw, e

Logo, W, >0,23 mas r=e ™"
Entio F <e®®* — r<0,8

A regido que atende estas especificacbes em conjunto é formada pela intersec¢cdo das
trés regides acima, que é:

A Imiz)

Regido que atende as especificagdes

O controlador G_(z) devera fazer com que os polos do sistema realimentado estejam
dentro desta regido para que as especificacdes sejam atendidas.

V1.3 — Projeto de Controladores Digitais Utilizando Emulacao

Neste tipo de projeto, primeiramente efetua-se o projeto de controlador no plano “s”,
utilizando as técnicas ja conhecidas em controle linear, e entdo, utilizando o mapeamento de
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polos e zeros do plano “s” para o plano “z”, que é z ="', encontra-se o controlador discreto
equivalente ao continuo. Uma vantagem é que se podem utilizar as técnicas de projeto ja
estudadas. Uma desvantagem é que esse método ignora totalmente o fato de que os
conversores A/D e D/A e o microcomputador serdo utilizados, isto impde a necessidade de
que o periodo de amostragem T seja 0 menor possivel, do contrério, podera ocorrer uma
grande discrepancia em relacdo ao projeto continuo.

A metodologia deste projeto serd mostrada através de um exemplo.

Exemplo: Considere o sistema posicionador da antena mostrado na figura (6.2), cuja
funcdo de transferéncia é:

G(S) — #
S(10s+1)
E as especificacdes foram:
P.0.%<16% e t, <10s
Mas,
¢

P.0.% = e[ﬁ:‘fJ 100% _, »505

te—4’—6£10 — 4—6£10.

lw, m

Logo, SW, = 0,5 resolve

De te teremos:

Entdo, C:Wn >0,5¢ é/ > 0,5 satisfazem as especificacdes exigidas.

1 T
A Im(s)

¢w, 20,5

Regido para: Re(s)

£>0,5

ﬁ',f b

13 1 4= o [k 1

Inicialmente, serd projetado um controlador continuo G.(S) que atenda a essas
especificacdes. Suponha que G_(s) seja apenas um ganho k.

Ris) + 1 Y (s)
k - s(10s+1) >

Controlador Planta
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Kk
k.G _(s).G(s)=——— :
Neste caso, c( ) ( ) S(lOS+1) , OuU ainda,
k
k.Gc(s).G(s):l—Ol
S(S+—
(5+25)
O “Root — Locus” é:
1 T T T T
AIm(s)
0afk \ A
0EF i
04k
02F
Re(s)
= )
1 AN
10 0
04F
NEF !
g Y
-1 -049 -0a -07 06 -ns -0.4 -03 -02 -01 ] [N

As especificagbes feitas exigem que o sistema tenha os polos em ¢ =0,5 e
¢w, =0,5, o que foi mostrado no “Root — Locus” acima. Esta localizagdo foi obtida da
relacdo:

£ i,

B = arctan _‘”':2 Pors
£
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O “Root — Locus” nao passa pelo ponto desejado, portanto, utilizar apenas o controlador

1
S+
10

S+2

com ganho k é insuficiente. Fazendo G_(s) = Kk, 0 “Root — Locus” sera obtido de:

(s+j 1
G, (5).G(s)=k 19/ __10

Que é:
‘ Aim(s)
1,71
15
b
1 b
i
0s :
: p
i Re(s)
o €
i \
¢
sk _ p
2 5 Kmin O
aF i _i
% 10
15k i
p -171
_2 1 1 : v
2 -5 -1 0.5 ]

Neste caso o “Root-Locus” passa pelo ponto como desejado e falta apenas determinar
0 ganho k para isto. Pela condi¢do de modulo, teremos:

M 1
G.(5).G@)|__ =|-1= 10/ 10 1

(s+2)

S.| S

s=—1+j1,7143

Porém, |S + 2|s:-1¢j1,7143 - |:|'i 1L, 7143| =1
1+ 1, 7143| =1

|S|s:—Hjl,7143 - |_

Kige =39,388 ;K =6,2937|
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Logo, pode-se usar k =8. Finalmente, o controlador que atende as especificagdes é:

1
S+ —
85+0,8
G (s)=— g="20
S+2 S+2
O sistema completo é:
As g5+ 0,8 - 1 ,.fl
_ 5+ 2 s(10s+1)
Contralador Planta

Sendo 95 - Posicdo angular do satélite;
0 - Posicdo angular da antena.

O controlador discreto € encontrado fazendo-se o0 mapeamento dos polos e zeros do
plano continuo para o discreto, através da relagdo:
ST

Z=¢€

Neste exemplo, admita que o periodo de amostragem que sera utilizado é T =0,2s.
O compensador G, (s) possui um zero e um polo, entdo o controlador discreto tambem
deveréa ter um polo e um zero, ou seja:

D(z) =k (z-7)

’ (Z - 22)
Sendo: “Polo de G (s)“=-2
“Zero de G_(s)”=-0,1
Temos: Z; = e %192 = 0,0802
z, =e2°% =0,6703

Entéo,

D(z) =k (2=0:980)

(z—0,6703)

O ganho k, de D(z) determinado devido a necessidade do ganho DC de G_(s) e D(z)

serem idénticos. O ganho DC é determinado atraves da aplicacdo do teorema do valor final
para 0 caso continuo e para o discreto:

ganho DC = Iirroch(s) = Iin} D(z)



Substituindo G,(s) e D(z) temos:
i (2-0,9802) . 85+0,8

limk
-1~ (z—-0,6703) 20 s+2
Ou
(1-0,9802)
== 0, 4 e
" (120,6703) = k,=6,6616
Finalmente, o controlador discreto é:
D(2) = 6,66 (z—0,9802)
(z-0,6703)

O sistema de controle com o controlador discreto sera:
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Yo

Tirner
r—-————— = b - - 1
| * |
| |
—0,9802
85 4o [T 6,66 2= 0-802) L, 1
L {105+ 1)
Computador
Controlador Planta

O controlador discreto é implementado no computador utilizando um programa. Para

construir este programa, primeiramente deve-se determinar a sua equacdo diferenca:

U@ _ by 666220980 _ (1-0,9802.2%)

E(2) (z-0,6703) (1-0, 6703.2’1)

Logo,
U(2).(1-0,6703.2*)=6,66.E(z).(1-0,9802.2 ")

O operador z™* indica operador de atraso unitario, a equagao anterior torna-se:

u(k) = 0,6703.u(k —1) +6,66[e(k) —0,9802.e(k —1)]

Esta equacéo diferenca representa o controlador D(z) e pode ser implementada com o

seguinte programa:

1-U
2 — Iniciar o “timer”;

3 — Realizar a conversdo A/D para obter: € [OU seja: e(k)] ;

auxiliar = 0;
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4 Calcule: U =U,, +6,66.6  [ou seja: u(k)]
5 — Realizar a conversdo D/A com U ;

6_ U, =0,6703.U—6,5297¢.

7 — Espera que o “timer” termine o periodo de amostragem T, (T =0,2s);
8 — Vai para linha 2.

Note que o calculo de U, i apds U, é feito para minimizar o tempo entre a
amostragem e(k) easaida U(K) .

A descricdo do controlador que satisfaz as especificacdes do sistema de controle da

antena esta completa. Para constatar o desempenho do controlador, o projetista pode seguir
um dos trés caminhos:

i) — Implementar o controlador, conecta-lo a antena e observar o seu funcionamento.
i) — Determinar teoricamente o equivalente discreto da planta, G(z) através da relacéo,

G(z)=(1-71)2{L" {@}

S

e obter (k) para entrada degrau utilizando a equac&o diferenca.
Iii) — Simular este sistema de controle em um computador e observar (k) para entrada

degrau. Para isto, podem-se utilizar alguns dos programas: MATLAB, CTRL-CC, CC,
MATRIXx, etc.

Com o exemplo, utilizaremos a alternativa “iii” com o MATLAB para calcular a
resposta ao degrau, o resultado estad mostrado abaixo.

Simulagdo do Sisterna de Contrale da Antena
1.2 T

6t) e )10

02 | | | | | | | | |
a

tempo (=)
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Pode-se verificar que o tempo de estabelecimento é aproximadamente 9s que € menor

que o especificado que foi 10s. Segundo a simulagdo, a porcentagem de “Overshoot” ¢ 0%,
menor que o especificado que é 16%. Esse pequeno desvio no desempenho do sistema
provavelmente ocorreu devido ao fato de ter usado ¢=0,5—= P.0.% =16%, seria melhor ter
usado ¢ >>0,5. Ainda, devido ao fato do projeto utilizando emulagdo néo ter considerado 0s

conversores A/D e D/A no projeto do controlador discreto. Para periodos de amostragem
maiores, esta influéncia podera ser maior e o0 sistema podera até ser instavel. Como ilustracéo,
repetindo o projeto do controlador discreto para T =1s, teremos:

(z—0,9048)

D(z) = 3,63.
(z—0,1353)

A figura abaixo mostra a resposta do sistema com este controlador, onde se verifica:
PO%=3% e t =10s
muito fora das especificacdes.

Simulagdo do Sisterma de Contrale com T=1s
T T T T T T T

1.2 T T

6it) e uii0

02 i | | | | | | | |
0

tempo (g)
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V1.4 — Projeto de Controladores Digitais Utilizando o “Root — Locus” no Plano — Z

Este método de projeto determina o controlador discreto diretamente no plano — Z,
utilizando o “Root — Locus” no plano — Z. A funcdo de transferéncia continua da planta é
transformada em uma equivalente discreta utilizando a relacéo:

G(z) = (1— z‘l)Z Ll[@}

S

Que leva em consideragdo a dindmica do conversor D/A. Com isso, estd sendo
eliminada a natureza de aproximacao do projeto com emulacdo. A vantagem de se trabalhar
com o equivalente discreto G(z) é que se podem utilizar métodos de projeto discreto que

possibilitam um desempenho proximo ao especificado mesmo que o periodo de amostragem
seja relativamente grande.
Este método também serd mostrado através de um exemplo.

Exemplo: Sera realizado o projeto de um controlador discreto para 0 mesmo sistema
anterior, adicionando-se apenas o fato de que o erro de regime permanente (para a entrada
rampa) tem que ser menor que 0,01 rad.

O sistema de controle discreto sera:

Timer

r - - - - -~ - —— === - -

| Y |

|
BS + =} Y * u 1 B
FN e Computadar — D o >

- s(10s+1)
Contraladar Discreto Antena

Neste caso, a discretizacdo da planta é obtida fazendo-se:
_ _ 1

G(2)=(1-2")2 L

s°.(10s+1)

Logo,
~0,0484.(z+0,9672)

~ (z-1).(z-0,9048)

G(2)

O sistema de controle pode ser descrito totalmente no plano —Z:
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Ba(z) E(z) Uiz) 00454 {z+0 9672) Blz)
/ D(2) ™ 10020 5048) -
Controlador Discreto Antens

Deve-se tragar o “Root — Locus” deste sistema na planta — Z utilizando-se a carta
mostrada na pagina (79). Antes, porém, deve-se colocar nesta carta a regido do plano — Z que
atende em conjunto a todas as especifica¢des que sao:

e P.O.%<16% = (20,5
. 1, <10s te:4’—6£10 = <¢w, =0,46
cW,
Mas F=e " = r<0,63

e Erro de regime permanente < 0,01 rad = kv >1 (ver exemplo da pagina 73).

Na carta do plano — Z mostrado na pagina (92), esta mostrada a regido que satisfaz as
especificacdes de P.0.% e 1.

Inicialmente, vamos supor que o controlador seja apenas proporcional, ou seja, D(z) =k,
assim, para tragar o “Root — Locus” teremos:

D(2)G(2)  k 0,0484.(z +0,9672)
T (2-12).(z-0,9048)

e Polos: B =1¢e P,=0,9078
e Zeros: Z,=-0,9672

Ja foi visto que o “Root — Locus” de um sistema que tem dois polos e um zero é um
circulo centrado no zero cujo raio pode ser determinado pelo ponto de partida:

%[(D(z).@(z))‘l} oy

d[(-0.(2-09048) |
dz| (z+0,9672) |

Logo,
(22 —1,9048).(z+0,9672) " + (z° —1,9048z +0,9048).(-1).(z +0,9672) > =0

Ou,
72 +1,93447 -2,7471=0

Entao,
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z,=0,9518 ¢ 7, = —2,8862

O “Root — Locus” estd mostrado na curva — A do plano — Z da pégina (92), onde se
percebe que ndo existe k para o qual os polos de malha fechada estejam dentro da regido
especificada.

Para atrair o “Root — Locus” para a regido especificada é necessario colocar um
compensador tipo “lead”. Podemos cancelar o polo da planta em 0,9048 com um zero e
adicionar um polo em 0,1, ou seja:

D(2) {%j,k

z-0,1

Com esse controlador, o “Root — Locus” serd da forma mostrada na curva — B do plano
— Z da pagina (92). Neste caso, o ponto de partida é 0,482.

Verifica-se que a curva — B passa pela regido de interesse, basta apenas verificar qual o
ganho k que atende a especificagéo de erro de regime, ou seja, k, >1 e isto deve ser atendido

com os polos de malha fechada dentro da regido de interesse.
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.
2 032104 048 g /

r=0k3

Curvasde § =constante & W, =constarte T = Periodo de amostragem
_ ) . - T menar circulo = menor s

Curvasde O= (W, = constante: circulos de raio £= mﬂ n .

Maior Wn = menor tg

Curvas de W4= constante: raios cominclinagdo mHEn.H_MH.m&_HHEs.H pf=0] Maior € PO
— menar o
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0BS5S

Curvasde § =constante & W, =constante T = Periodo de amostragern

Curvasde 7= néﬁ = constante: circulos de raio r= &

Ew, T

Curvas de W4= constante: raios cominclinagdo m.Hén.H_HE&_HHEu.H ?ﬁ”S

108° 90° 72° N\
! ! ! H 0.5 _ ! ! !
| | | BT 04 L |
m 1267 m " " m _ 547 !
- [ T L o R NS T 3T e N ]
" " ! T U el sl 35 ; |
e LTS i i R Y N
0; m ! m _ Y m 0
1520 ! m ” ; : ” S, ! ” 180
i) ! ! ! ; " ! . _ _
: : : " : _ ey : : A
.HH 1 1 1 1 1 1 1 1
=T ! _ " roh B !
.xv._ |_| v o | H ' V ” | \/\xﬁ "_M”._ ]
1~ 0B 0B 04 02 o of ‘o2Toz o4 fo4806 / 0.8 oomasf 1
00E72 B s
r=10,

menar circula — menar tg
Maior W, = menor fg

Maior & — menor PO%
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A constante de erro k, é dada pela equagéo (vide pagina 73).

k =lim(z—1) D(z2).G(z) Tilslim (z-1).k.(z-0,9048).(z+0,9672).0,04
Yo T = (z-0,2).(z-1).(z—0,9048)

Assim,

k,=k.0,106>1 = k=>9,43

Desta forma, para que o erro de regime seja atendido, o ganho k tem que ser maior ou
igual a 9,43. Falta apenas verificar se para k =9,43 os polos de malha fechada estardo dentro

da regido desejada. Os polos de malha fechada para k =9,43 sdo determinados utilizando a
condicdo geral do “Root — Locus™:

. k.(z—0;9048).0,0484.(z +0,9672)
(2-01).(z-D).(z=0:9048) |

7,,=0,3218+ j0,661

Logo,

Que ndo pertencem a regido especificada, seria necessario um k menor para que esses
polos estivessem dentro da regido, porém, o erro do regime ndo sera atendido.

Uma alternativa € introduzir um efeito “lag” variando a posi¢do do zero e também,
aumentar o efeito “lead” levando o polo de G (z) mais para a esquerda. ApOs varias

tentativas, encontraremos:
(z—0,88)

D(z) =13.
(z+0,5)
Essas tentativas podem ser facilitadas com a utilizacdo de MATLAB que ja executa o
“Root — Locus” rapidamente.
Com esse controlador, k, sera:

(z-0,88) 0,0484.(z+0,9672) _ 104>10

k, =lim(z-1).13. :
21 (z+0,5) (z-1).(z—0,9048)

Assim, k, >1, que é o especificado.

O “Root — Locus” esta mostrado no plano — Z da pégina (95), o ponto onde k=13 é
calculado utilizando a condicéo de modulo:

1413, (z-0,88) | 0,0484.(z+0,9672) 0
(z+0,5) (z-1).(z—0,9048)

Logo,
z,, =-0,0501+ jO,304

z, =0,8757
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A resposta temporal esta mostrada abaixo. E importante observar que a resposta com o

compensador projetado com o “Root — Locus” no plano — Z com T =1s possui um

desempenho superior ao projeto com emulacdo, com T =0, 2s . Portanto, o “Root — Locus” no

plano — Z possibilita bons resultados sem exigir muito do “Hardware” (em relagdo ao projeto
com emulacéo).

Sirmulagdo do Sistema de Controle da Antena
15 : : : : : : : : :
1 ! i i B e e
(13 SRR SN S SO SRS NSO SRS MO
= ! ! ! ! ! ! ! ! !
e WMl
2 e
S : : i : i : i :
: : : : PO =17% :
Sl i Rk kb T e Ha P H ot T T }
o e e e RREEEETECEETEEE .
qE i | | | | | i | |
0 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20
tempo (5]

Compare com a simulacgdo dada na pagina (87).
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: ,
VRS

LN e | " b |

7 a Y

p 08 05 0.4 02 J_“_v | | | |
0,58 09048
Menar circula = menar te Curvas de G =constante e W, =constarte T = Periodo de amastragem Em regime . 1-zern _ 1-0 33
; - 1- pdlo — 1-

Maior Wr - menaor g 0BS: Cuvasde 0= (W, = constante: circulos de raio £ = mnﬂqsﬂ poio 0 3048

Maior € Aumenta o ganho
alor — menor FO% Curcas de Wy= constante: raios cominclinagdo mnépﬂ_ﬂwm&:ﬁnéuﬁ pf =0 (Efeita " lag")
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NO MATLAB:

r_ % Para resolver o exemplo da pagina 88 com o MATLAB faca:
sys=tf(1,[10 1 01])
sysd=c2d (sys, 1)
rltool (sysd)
Dentro da janela insira polo e zero do controlador
no Root Locus.
Coloque as regides de PO% e Tsubida
usando o menu: Edit - Root Locus - Grid.
Varie os polos de malha fechada
que correspondem aos retdngulos rosa.
Aplique um degrau no sistema de malha
fechada usando o menu: Analysis - Response to Step Command
Para que o controlador mostre os dados em fun¢do da
variavel Z use: "Compensator", "Format" e "Options - zero/pole/gain".

O o° O° o ° A o° o° o° o°
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V11 — Sistemas de Controle no Espaco de Estados

VII.1 - Introducéo

Todo o estudo de sistemas de controle discreto até este momento (neste curso) foi feito
utilizando-se o conceito de fungdo de transferéncia. Porém, esta abordagem pode ser
ineficiente para sistemas que tenham varias entradas e vérias saidas, pois a funcdo de
transferéncia relaciona apenas uma saida com uma entrada.

A teoria de controle moderno baseia-se na descricdo dos sistemas dinamicos em funcéo
de seus estados, possibilitando o tratamento de sistemas de vérias entradas e varias saidas.

Neste capitulo, serdo mostradas algumas vantagens de se trabalhar em espaco de estado
em relacdo a utilizaco de funcéo de transferéncia. Inicialmente, serdo abordados sistemas
continuos em espaco de estado e depois sistemas discretos em espaco de estado. Também sera
abordado o projeto de controladores discretos em espago de estado com e sem observadores
de estados.

V1.2 — Sistemas Continuos em Espacos de Estados

Um sistema continuo com equac@es diferenciais lineares pode sempre ser expresso na
seguinte forma matricial:

X(t) = Fx(t) + Gu(t) (7.1)
y(t) = Hx(t) + Ju(t)

sendo:
u (t) a entrada controladora;

X(t) 0 vetor dos estados do sistema;
Y(t) asaida do sistema.

A seguir serd mostrado um exemplo de como obter a representagdo de um sistema
continuo em espaco de estado a partir de suas equacdes diferenciais.

Exemplo: Consideremos um dos graus de liberdade de um satélite, movendo-se em
ambiente rarefeito, conforme ilustrado abaixo:

Targue
devido a Fit)

N

T(t)

Centro de massa

p

Referéncia inercial

FIGURA 7.1
O movimento de rotacao é descrito pela equagéo diferencial:
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16(t) =T (t) (7.2)

Sendo: | — o momento de inércia do satélite em relagdo ao CG.
T(t) — torque exercido pela tubeira.

Neste caso, a entrada controladora é o torque T (t), assim,

u(t) =T(t) (7.3)

Supondo que | =1, teremos:

A(t) =u(t) (7.4)

Como a equacdo diferencial é de 22 ordem, este sistema tem dois estados: x,(t) e
X, (t) que sdo: posicdo angular 8(t) e velocidade angular &(t), ou seja:

X, (t) = 0(t)

% (t) = 6(t) (79
Diferenciando a equacéo (7.5) teremos:

%, (t) = 6(t)

X (t) = 6(t) (70
Substituindo as equacdes (7.4) e (7.5) em (7.6) teremos:

X, (t) = %, (t)

%, (t) = u(t) 77

Suponha que ¢ disponivel no satélite apenas o sensor da posi¢do angular 8(t), que € a
variavel que esta interessado em controlar, assim:

y(t) =6(t) (7.8)

y(t) =x(t) (7.9)

Ou

Rearranjando as equacdes (7.7) e (7.9) na forma matricial, obtemos:

@® ] [0 1] x() |0 u)
%@t [0 O||x @ [1] (7.10)

[ —

X(t) F xt) G

_ X (t)
y(t) - [1 HO].|:X2 (t):|

R —

X(t)
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Comparando-se (7.10) com (7.1) conclui-se que neste caso J =0.
A equacdo (7.10) é uma representacdo do sistema dindmico dado em (7.2), supondo que
os estados sejam descritos por (7.5). Esta representacdo ndo é unica, pois se podem escolher
os estados de outra forma. Isto é mostrado a seguir.

VI1.3 — Transformacdo Linear

A representacdo em espaco de estado (7.1) ndo € Unica, dado uma representacdo em
espaco de estado, qualquer transformacao linear ndo singular do tipo:

w=TX ou Xx=T"'w (7.11)
produz uma representacdo do mesmo sistema. O vetor w é o vetor do estado da nova

representacdo. A relagdo entre a representacdo utilizando o vetor x e vetor w é obtida
substituindo a equagéo (7.11) em (7.1). Para isto, determina-se W :

W=TX ou X=T "W (7.12)

Substituindo (7.11) e (7.12) em (7.1), teremos:
THW(t) = F.T hw(t) + Gu(t)

y(t) = H.T w(t)+ Ju(t) (7.13)
Logo,
W(t) =T.FT w(t) +T.Gu(t)
y(t) = H.T w(t) + Ju(t) (7.14)
Ou,
W(t) = Aw(t) + Bu(t)
y(t) = C.w(t) + Du(t) (7.15)
Sendo:
A=TFT"
B=TG
C=HT™
D=

As representacOes (7.1) e (7.15) representam 0 mesmo sistema dinamico sendo que 0s
estados foram escolhidos de uma forma diferente.

Exemplo: Como ilustragio, ao invés de escolher os estados x,(t) =8(t) e x,(t) =6(t)
no exemplo anterior, vamos escolher outros estados na forma: w,(t) = (t) e w,(t) = 6(t), ou
seja:

W, (1) =%, (1) e W, (t) =X, (t) (7.16)
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A representacdo matricial de (7.16) é:

01
1 0

W, (1)
W, (t)

o)

i

X, (1)
X, (1)

(7.17)

|

Desta forma, a transformacéo linear que leva o sistema na representacdo de (7.10) para a

nova é:

01
1 0

|
a

Sendo,

|
%]

-1

(7.18)

01
1 0

1

(7.19)

1o

A nova representacao € obtida utilizando a equacéo (7.15), (7.10), (7.18), (7.19):

A |0 ][0 1][0 1] _[o o
|1 00 0H1 o}L o}
(0 1] _0} {1}
B= IE
(1 0J[1] [0
c-1 0}{; |-l
Logo,
W ()| [0 O] fw()| |1
{Wz(t)}{l 0}'{%@)}{0}'”“) (7.20)
Y0 =[0 1]&”(?)}

Que é uma outra representacdo em espaco de estado do sistema dado por (7.2). Esta
nova representacdo do modelo dinamico do satélite foi obtida utilizando-se a transformacéo
linear. A mesma representacdo da equacdo (7.20) pode ser obtida repetindo-se o exemplo

anterior fazendo:

W (t) - 9(’[) e W,

Diferenciando (7.21), obtemos:

Wl(t) - H(t) e Wz

(t) =0(t)

(7.21)

(t) =0(t)

(7.22)

Substituindo as equagdes (7.4) e (7.21) em (7.22) temos:



{Wl (t) =u(t)

W, (t) = wi (t) (729
Com, y(t) =6(t), temos:
y(t) = w, (t) (7.24)

A representacdo matricial das equaces (7.23) e (7.24) é:

w®]_[o 0][w®] [1 o0
w,t) | |1 0flw()| |0 (7.25)

y®=[0 1]{\\::1((1:))}
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Que é a mesma representacdo obtida com a transformacdo linear (7.18), compare (7.25)

com (7.20).

Exercicio: Determine a representacao das equacdes dinamicas do motor D.C. em espaco

de estado, sendo que:

70(t) + O(t) = ku(t) (7.26)

Sendo,
6(t) — Posigio angular do eixo;
H(t) — Velocidade angular do eixo;
T —> Constante de tempo do motor D.C.;
K — Ganho em regime do motor D.C,;
U(t) — Tenséo de entrada do motor D.C..

Neste caso, escolha os seguintes estados: x, (t) = 8(t) e x,(t) = 6(t).

Exercicio: Repita o exercicio anterior para z=1 e k=1, fazendo as duas

representacoes;
a) x,(t) =0(t) e x,(t)=6(t)
b) X,(t) =O(t) e x,(t) =6(t)

Determine a transformacéo linear que leva o sistema da representacdo (a) para (b) e
também a que leva de (b) para (a). Aplique as transformacdes nos dois casos e verifique se as

representagdes sdo equivalentes.

V1.4 — Sistemas Discretos em Espacos de Estados

Suponha que o sistema dinamico continuo dado em (7.1) seja controlado por um

controlador discreto da forma:
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[ S h

: Y |

|

L] Y

QU ()= y()
2 A0 = D{z} L DA '-'_:._ #(t)=Fx(t)+ Gut)
B y(=Hx(t)+ Ju(t)
Controladar Discreto Flanta Continua
FIGURA 7.2

Da mesma forma que foi feito para a fungé@o de transferéncia, deseja-se determinar o
sistema discreto em espaco de estado equivalente ao continuo do sistema da figura acima.
Portanto, € necessario estabelecer um método para obtencdo da equacdo diferenca que
representa 0 comportamento da planta continua quando conectada aos conversores D/A e
A/D.

Para isto, é necessario resolvermos a equacao (7.1), determinando a evolugdo temporal
de x(t). Essa resolucdo sera feita em dois passos:

- Primeiro: Suponha que (7.1) tenha condicdes iniciais diferentes de zero e ndo tenha
entrada externa, ou seja,

ut)=0 , t=0 (7.27)
X)) =% , % =0

A equacdo (7.1) torna-se:

X(t) = Fx(t) com X(t;) =X, (7.28)

Suponha que a série abaixo seja solucdo de (7.28):

X(0) = A+ A1)+ At —t) +.. (729

Deseja-se encontrar os valores dos vetores A, i=0,1,... na equagédo (7.29) de forma a
satisfazer (7.28). O valor de A, pode ser encontrado fazendo t =t, em (7.29):

x(to):Ab+Alw+Azw2+...
X(to)zpb
Ay =X

Para determinar os outros A, utiliza-se a diferenciacédo de (7.29) e a substitui em
(7.28).

Ou,

X(t)=A +A.2(t—t,)+ A3t —t,)> +... 7.31)

Mas, segundo (7.28), x(t) = Fx(t), logo:



Fx(t)=A+2At-t)+3.At-t) +.. (732

Fazendo, t=t, teremos:

FX(th) = A +2.A, () +3.A (L) +... 7.39

Logo,
A =FX,
Diferenciando a equacéo (7.32), teremos:
Fx(t) =2.A, +3.2.A,(t-t,) +... (7.34)
Mas, x(t) = Fx(t), logo,
F.EX(t)=2A+32A01-t)+.. (7.35)

Fazendo t =t, em (7.35), teremos:
F2X, = 2.A, +6.A, (t,~t7) +

Logo,

Az=Fx

Continuando a diferenciar, os coeficientes A serdo determinados:
2 3

X(t) = X, + Fx,.(t—t,) +F7xo.(t ~t,)° +%XO.(t —t,)° +...

(7.36)
Ou:

X(t) = {I+F(t t)+ (t t,)" + (t t)° +.. }

(7.37)
Esta série é definida como matriz exponencial, ou seja,
e — | L F (t— t)+':2 (t—t,)? +F (t—t,)° +..
(7.38)
Logo,
x(t) =" x(t,) (7.39)

- Seqgundo: Suponha que (7.1) tenha entrada ndo nula, ou seja:
ut)=0 , t=0 , x(t,)=0 (7.40)
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Suponha que a solucao de (7.1) seja da forma:

X(t) = e y(t) (7.41)

Sendo que v(t) é um vetor de parametros varidveis a serem determinados.
Diferenciando (7.41) teremos:

X(t) = F.eF(H").V(t) + eF(t_tO).\'/(t) (7.42)

Substituindo (7.42) e (7.41) em (7.1) teremos:

FefB() +em 0 () = FeZN(R) +Gult)

e" ) y(t) = Gu(t) (7.43)

Ou,

A inversa é encontrada trocando o sinal do expoente:

v(t) =e ") Gu(t)
Integrando, teremos:

t
v(t) = LO e P Gu (r)dr (7.44)

Substituindo (7.44) em (7.41), teremos:
t

x(t) = eF ), jt e "9 Gu(r)dr
0

Pelo teorema da convolucao,

t
X(t) = jto eF(t_f) G.u (T)dT (7.45)

A solucdo completa da equacdo (7.1) € obtida com a soma das equacdes (7.39) e (7.45),

X(t) = eF(titO) .X(to) + Jlt eFI Gu (T)dT (7.46)

Como se pode ver na figura (7.2), a entrada u(t) é gerada pelo conversor D/A e tem a
forma descrita na figura (4.4) onde u(t) é constante entre uma amostragem e outra, ou seja:

U(t) = U(kT) para KT <t< (k +1)T (7.47)

Para encontrar a resposta de (7.1) para esse tipo de entrada se faz t=(k +1)T e t, =kT
em (7.46):

x((k+1)T) =€ x(KT) + jk(:”” "I Gu(r)dr (7

Segundo (7.47), u(z) é constante no intervalo de integracdo da equacéo (7.48) e é igual
a u(kT) assim, pode retirar u(z) da integracao:
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(k+1)T

X((k+DT)=eTx(kT)+ [ " drGukT) (7.49)

K

Fazendo a seguinte mudanca de variavel:

n=[(k+1)T 7]

O que implica em:

° df] = —dT;
o Para 7=KT setem: =T (7.50)
e Para 7=(K+DT setem: 7=0

Substituindo (7.50) em (7.49) se obtém:
X((k+D)T) = x(KT)+ [ e dnGu(kT) (51

Fazendo:

®=e"" szTeF”d G
— e 0 4. (7.52)

A equagao se torna:

X(k +1) = dx(k) +T'u(k) (7.53)

A saida y(t) serd amostrada gerando y(kT). Amostrando y(t) em (7.1) teremos:

y(k) = Hx(k) +Ju(k) (7.54)

Finalmente, a descricdo do sistema discreto em espaco de estado é formada pelas
equacOes (7.53) e (7.54), ou seja:

X(k +1) = dx(k) + Tu(k)
{Y(k) = Hx(k) + Ju(k) (7.55)

Sendo,

_ AFT — T AFn
d=e" I .[Oe d?]G

Aparentemente, o calculo de ® e I'" sdo complexos, para facilitar, mostraremos um
procedimento simples:
Segundo a equagdo (7.38), fazendo t =(k +1)T e t, =KT , teremos:

F2T2 F3T3
+ +
3!

e =1 +FT+

(7.56)

Pois:

T =(K+D)T —KT
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Logo,
F2T2 F3T3

d=e"=1+FT + + 3 +..  (757)
Que pode ser escrito como:

O=1+FT¢ (7.58)
Sendo,

_FT FT
¢— + o1 + 31 +... (7.59)

T
F
com I'= .[o e".d 77-G , € substituindo a equacéo (7.56) nela,

2.2 3,3
FZE{I+F77+F T +F 7 +..1.d77.G

2! 3!

Integrando teremos:

2 2.3 3,.4
1“:[I77+F77 +F T +F77 +}

T

G

2! 3! 41

0

Ou,
FT? FT° FT¢
F:{IT+ o1 + 31 + 2 +..}.G (7.50)

Substituindo (7.59) em (7.60), teremos:
I'=¢T.G (7.61)

Portanto, o sistema discreto equivalente ao sistema continuo da figura (7.2) é:

{x(k 1+1) = dx(K) + Tu(k)

y(K) = Hx(K) + Ju(k) (7.62)
Sendo,
®=1+FT¢
r=¢T.G
2T 2
oot FT L FTE
ARE]

Pode se implementar um programa para calcular @, " e Qb com 0 seguinte
algoritmo:



- Entrecom T, F, G e o nimero de iteracdes =1

(tipicamente | =11)

2 - Matriz | <« identidade
3- Matriz ¢ < |

5-

O MATLAB realiza estes calculos usando a funcao “c2d”, digite “help c2d”.

-Sel =1, vaipara8

Matriz ¢ « | +%¢

6-1«1-1

7- Vaipara 4

8 -

9- Matrizd « | +FT¢

MatrizI' <« T¢ G

107
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VI1.5 — Obtencdo da Funcdo de transferéncia a Partir da Representacdo em Espaco de Estado

g | Hen=exeTum| v
y(K)=Hx(k)

Y

—= G(z) =

A obtencédo da funcédo de transferéncia a partir da representacdo em espaco de estado
sera mostrada através de um sistema de trés estados.

Considere que o sistema (7.62) tenha trés estados, que pode ser reescrito:

xk+D| |4 & || xk) | T
X, (k +1) = ¢4 ¢5 ¢6 | % (k) + Fz .U(k)
X (K +1) ¢ & b || %K) Iy

X, (k)
y()=[H, H, H;]| %K)
X, (k)

(7.63)

Foi suposto que J=0.

A equacdo (7.63) pode ser representada em equacOes multiplicado os vetores e as
matrizes:

Xl(k +1) = ¢1X1(k) + ¢2X2 (k) + ¢3X3(k) + F1u(k)

Xz(k +1) = ¢4X1(k) +éX, (k) + Do X (k) + qu(k)

Xs(k +1) = ¢7X1(k) + X, (k) + ¢9X3(k) + Fsu(k)
{Y(K) = Hpx (K) + Hyx, (K) + Hyxg (K)

(7.64)

Aplicando a transformada — Z em (7.64), sendo condicdes iniciais nulas, teremos:
le(z) = ¢1X1(Z) + ¢2X2 (2)+ ¢3X3(Z) + rlu (2)
sz (2)= ¢4X1(Z) + ¢5X2(Z) + ¢6X3(Z) + FZU (2) (7.65)
ZX3(Z) = ¢7X1(Z) + ¢8X2(Z) + ¢9X3(Z) +r3U (2)
{Y (2) =H, X, (2)+ H,X,(2) + H;X,(2)

A representacdo de (7.65) na forma matricial é:



X2 | |4 & &) X@)] |1}
2| X,(@) |=| 4 & o || Xi(2) |+ T, |U(2)
X;@) | & & 411 XD)] [T
X,(2)
Y(z)=[H, H, H,].|X,(2)
X3(2)
Ou,
zX(2) = DX (2)+T'U(2)
{Y(z):HX(z)

Rearranjando (7.68) teremos:

ZX(2) — DX (z)=T'U(2)

Ou,
(zl — D)X (2)=TU(2)

Ou,
X(2)=(zl —®)"T'U(2)

Substituindo (7.70) em (7.69) teremos:
Y(z)=H(zl —-®) "' TU(2)
Ou,
Y@ _ H.(zIl —®)™'I
U(2)

Logo, a funcéo de transferéncia que relaciona U(z) com Y(z) é:

G(z)=H.(zl —®)'T

A inversa da matriz é obtida por:
[cof (zI —<I>)]T
det(zl — D)

(zl —®) " =

De onde se verifica que o denominador de G(z) é encontrado por: det(zl —®).

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)

(7.71)

(7.72)
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Os polos de G(z) sdo as raizes do seu denominador, que podem ser encontrados pela

equacéo:

det(zl —®) =0

Esta equacdo é chamada de equacgéo caracteristica do sistema dado em (7.62).

(7.73)



110
Exemplo: Suponha que o satélite ilustrado na figura (7.1) sera controlado por um
controlador discreto (computador de bordo), seguindo o esquema da figura (7.2). Utilizando
0s mesmos dados do exemplo da pagina (98), determine a representacdo discreta em espaco
de estado das equacGes do satélite.
Conforme visto no exemplo da pagina (98), os estados selecionados foram:

X, () = 0(t) e %,(t) = O(t)

O que resultou na seguinte representacéo:

x(t) = {8 ﬂ X(t)+ m u(t)

F G

y(t)=[1 0].x(t)

H
Temos:
2712
¢:I+FT+FT +...
2! 3!
Ou, ) o ) B B
1 O 1|1 |0 1||0 1|T°
b= + —+ : —+..
0 1] |0 02 |0 O]|0 O] 6
(1 0] [0 1]T [0 O]
¢= + —+ +
0 1] [0 0]2 |0 O]
T
1 —
b= 2
0 1

Sabemos que:

101 To 17 |1 Llr1T
®=1+FT¢= + T|7 2=
0 1| |0 0 (| o1

o5 1

Sabemos que:

Logo,
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2
1 Lo |
F=¢TG=|" 2|7 |=| 2
0 1 T
Logo,
T2
r=| 2
T
Finalmente, o sistema discreto equivalente tera a seguinte representacao:
I
)
k+] 1 T1Txm)] [T
+ R
Xkl 15 S
xk+1)| [0 1][x0)] |
X, (k)
y(k) =[1 o].{
H X, (k)

Sendo:
X, (k) = (k) — Posicéo angular;
X, (K) = w(k) — Velocidade angular;
y(k) = 8(k) —> Posicdo angular.
Exemplo: a) Determine a funcdo de transferéncia discreta a partir da representagédo
discreta em espaco de estado do exemplo acima.

b) Determine a funcéo de transferéncia discreta a partir da funcdo de
transferéncia continua e compare com a obtida no item “a”.

a)Sabemos que a funcdo de transferéncia é obtida por:

G(z)=H(zl -®)'T

Substituindo H ,® e I" do exemplo anterior, teremos:

cors oft 1) 3

Ou,
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Z—

Logo,
o [ [
G(2)=[1 0] (zz_;zl-g - (22_1)2
Finalmente,
G(z):%

b) A funcdo de transferéncia continua € obtida aplicando-se a transformada de
LAPLACE em (7.4):
L{6@)} = L{u)}

Ou,
s?0(s) =U () , para condicaes iniciais nulas.

Isolando,

o) _ 1

U(s) s2
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Assim,

G(s):si2

A funcéo de transferéncia discreta equivalente é obtida por:

G(2)=(1-z")2{L" {&}

S
Que é:
G(z)= M T2 é(zl;lz)
Logo,
G(z):%.%

13 ”

Que ¢ idéntica a fungdo de transferéncia obtida no item

Com os dois exemplos anteriores, verifica-se que a fungdo de transferéncia discreta

pode ser obtida por dois caminhos equivalentes:

axX+X+bX=u+u

X =FX+GU Equagio (7.62)

x(k +1) = dx(k) + Tu(k)

Rea\\laq

Espaco de
Equacéo Estados Espaco de
Diferencial Continuo Estados

Discreto « Equacdo (7.71)

‘ G(s)

e w-rie(%)

Continua

Funcao de
Transferéncia
Discreta

Funcéo de
Transferéncia
Continua

t=kT }

FIGURA (7.3)
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VI11.6 — Projeto de Controladores Discretos usando Métodos para Variaveis de Estados

Nos capitulos anteriores nos apresentamos o projeto de controladores usando fungées de
transferéncia, estes métodos séo classicos. O objetivo deste capitulo é utilizar o espaco de
estado para projetar controladores discretos. Uma das vantagens desse método é que pode se
alocar os polos do sistema de malha fechada em qualquer ponto do plano — Z, ndo ficando
limitado ao lugar geométrico delineado pelo “Root — Locus™.

VI1.6.1 — Projeto da Lei de Controle

A estrutura que serd utilizada para controlar um sistema é a mesma da figura (7.2), mas
ao inves de realimentarmos o sistema com y(t), serdo utilizados os estados x(t). Ja foi visto

que o sistema continuo em espaco de estado é:
X(t) = Fx(t) + Gu(t)
y(t) = Hx(t) + Ju(t) (7.74)

E seu equivalente discreto, supondo J=0 por simplicidade, considerando que u(t) €
gerado através de um conversor D/A, é:

x(k +1) = dx(k) + Tu(k)

y(k) = Hx(K) (7.79)

Sendo:

b= e T=[ ednG

—_— e 0 .

Ou,

®=1+FT¢

F=¢T.G

2T 2
Go1+ FT FT?
21 3!

O projeto utilizando espaco de estado discreto assume que serdo disponiveis todos 0s
estados para realimentacdo. Nem sempre isto é possivel na pratica, muitas vezes o engenheiro
ndo dispGe de um sensor para cada estado. Uma solucdo € utilizar os estados disponiveis e
estimar os outros utilizando se o estimador de estados que sera visto mais adiante. Para
estudar o projeto com realimentacdo de estados, iremos supor que todos os estados possuem
um sensor cada: veremos no final deste capitulo que o projeto completo consistira do
estimador de estados e do controlador.

A transformada — Z de (7.75) eé:

ZX(2) =DdX(2)+T'U(2)
Y (z) =HX(2)

Ou ainda,
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X(2)=2"®.X(2)+z"TU(2)
Y (z) = HX(2)

Este conjunto de equagOes pode ser representado por:

iz) ¥iz)
+
P f—
FIGURA 7.4

O controlador digital é composto pela combinacéo linear de todos os estados:

[ %, (K)
X, (k)
u(k) = —Kx(K)+u, () =—[k, K, Ky o k] %(K) [+u, (k)

| X, (K) |
(7.76)

u(k) = —Kx(K) +u. (k)

O sistema da figura anterior com esta realimentacdo de estado torna se:

U 2) o i~ ——1 o —1 e
;._(PL’ 1—. + Z1 K(zj* H ! rd
+ +
] _Planta;
5 e -K |- |
T Controlador !

FIGURA 7.5

Na pratica este controlador, sera implementado com a seguinte estrutura:
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___________ Wt o T C T
ASD
}{1(k) k 1 | }{10)
=T P ik =gt M o F— el ®(O=Fxi+Gugy }:26)
Controlador i i F'Iapta ES ]
*nll) AMD ® Discreta Continua
}{I'I
FIGURA 7.6

Substituindo (7.76) em (7.75) temos:
x(k +1) = dx(K) + T[-Kx(k)]+Tu, (k)

Ou,
x(k +1) =[®-TK]x(k) +Tu, (k)

Aplicando a transformada — Z teremos:

X (2) =[®-TK]X(z)+I'U,(z)

Logo,
X(2) =[zl -®+TK] TU,(2) (7.77)

A equacao caracteristica deste sistema realimentado é:

det[zl -®+TK]=0 (7.78)

Os polos do sistema realimentado sdo encontrados atraves desta equacdo caracteristica.
Pode se ver que os polos dependem de K, entdo basta encontrar um vetor K tal que os polos
do sistema realimentado coincidam com os especificados, ou seja, estejam nas localizacdes
desejadas.

Dado as localizagdes desejadas dos polos do sistema realimentado,

z=p0 , ,=05, , - , ,=p, (7.79)

A equacdo caracteristica do sistema controlado é:

a(2)=(z-B)z-5,)..(z=8,) (7.80)

Ou,
a(2)=7"+az"" +..+q,
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As equac0es (7.78) e (7.80) sdo idénticas, (7.78) € a equacdo caracteristica do sistema
realimentado e (7.80) € a equacdo caracteristica desejada, determinado pelos polos
especificados. Os elementos do vetor K sdo obtidos igualando se essas duas equacdes:

det[zl —@+TK]=(z-B)z-B,)--(z-B) 8y

Essa técnica de projeto também é conhecida como projeto de controladores por alocacao
de polos.

Exemplo: Suponha que querem projetar uma lei de controle para o satélite do exemplo
anterior, sendo que a representacdo em espaco de estados foi feita para x (t)=6(t) e

X, (t) =6(t). O periodo de amostragem do controlador é T =0,1s. Neste caso, o modelo
discreto do satélite é:

2
1 T L

q): 1 e r: 2
0 T

Deseja se que as raizes (polos) do sistema realimentado estejam em s=-1,8+ j3,12.

Esta especificacdo é passada para o plano — Z utilizando:

Z=esT

Logo,

7 = e(—l,8ij3,12).0,1
z=e"%¢
z=e""(c0s0,312 j sen0,312)

7 =0,7949+ jO, 2564

-0,18 ,*j0,312

Como este sistema é de 22 ordem, a equacéo caracteristica (7.80) é:

a,(2) =(2= )z~ )

Sendo,

Logo,
a,(2) =(2—-0,7949- j0,2564)(z—0,7949 + jO,2564)

Ou,
a,(z)=2"-1,6z+0,7 (7.82)

A equacdo caracteristica det[zl —CD+FK] é calculada a seguir substituindo ® e I':
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2
equacao(z) =det| z Lot +T_ k, k
aHakaote) = 0 170 1/t 2 [l K]

i T
B 2 2
N z-1 T T—kl T—k2
equacao(z) = det 0 L +| 2 2
] T Tk Tk,
B T2 T2

equacio(z) = det| ° -t 2 K 2 k=T

Tk, z-1+Tk,

2

2
equagdo(z) = (z ~-1+ T? klj(z —-1+Tk,)-Tk, (T? Kk, —T)

T2 T2
equacdo(z) =z° +z (7 k, +Tk, — 2j+7 k, —Tk, +1
(7.83)

Substituindo (7.82) e (7.83) em (7.81) teremos:
T2 T2
2’ + z[—k1 +Tk, —2j+—k1 ~Tk, +1=2*-1,62+0,7
2 2

Que é satisfeita se e somente se:

(12
Tk +Tk,—2=-16
2

2
Tk Tk, +1=0,7
2

<

Resolvendo essas equagdes para T =0,1s, obtemos:

k, =10 ¢ k,=35
O controlador que posiciona os polos do satélite com ® e I' em z=0,7949+ j0O, 2564
k=[10 35]

Que devera ser implementado com a estrutura da figura (7.6).
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O procedimento de projeto descrito neste exemplo torna se muito trabalhoso para
sistemas com ordem maiores que 2, pois o calculo do determinante na forma algébrica é
muito custoso. O procedimento descrito a seguir realiza o projeto sem a necessidade do
calculo deste determinante.

- Férmula de Ackermann para Projetos de Controladores Discretos com Realimentacdo de
Estados

J. Ackermann determinou uma relacdo conveniente que elimina o célculo do
determinante na forma literal, a demonstra¢do pode ser encontrada no livro: “Digital Control
of Dynamic Systems” - Gene F. Franklin & J.David Powell, no apéndice do capitulo (6). A relagdo &
dada por:

K=[0 .. 0 1][T @ @T .. oI o/(0)
(7.82)

. K=[0 .. 0 1C*a,(0)

Sendo:

C:[r oI T .. cD”—lr]

Que é a matriz de controlabilidade do sistema (<D,F), se C nao for invertivel significa

que este sistema ndo € controlavel e ndo serd possivel alocar os polos do sistema
realimentados.
e n éaordem do sistema (que é igual ao numero de elementos do vetor de estados);

° «, (CD) € a equagéo caracteristica o, (Z) com a substituicdo de Z por @, ou seja:

o, (P)=D" + a,®" " +a,®" " +..+al (7.83)

Sendo que os «;., sdo os coeficientes da equacéo caracteristica desejada.

Exemplo: Deseja se aplicar a formula de Ackermann para projetar o controle K para o satélite
ao invés do procedimento do exemplo anterior.

Ja foi determinado no exemplo anterior que a equacdo caracteristica que atende as
especificacoes é:

a,=2°-1,62+0,7

que comparada com (7.83) temse: o, =-1,6 e a, =0,7.
Neste caso, (7.83) sera:
2
1 T 1 T 10

o, (D) =D° + o, P+, | = 0 1 -1,6 0 1 +0,7 0 1
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0,1 0, 4T}

a°(q)){o 0.1

A matriz de controlabilidade é:

-1
E {1 T} E E ETZ

Cl=[r or] =2 o 1121 7|2 2
T T T T
ou
T Sy T Sy
- 2 1 2 |-
o [T aL | T T
T — | -7 |1 —
B 2 | 2 2 i 2
ou
1 -1 ST 3
Ch == Tl det(c)=L -T2 T2 20
1 — | 2 2
L 2 |
.". 0 sistema é controlavel.
Substituindo C™ e «_ na formula de Ackermann (7.82), teremos:
|2 %T 01 04T 1 [-01 —0,25T
T 1 -T|1L0 01 71021 0,35T
L 2
logo,
1
K=T—2.[O,1 0,35T]

No exemplo anterior, T era: T =0,1s, logo:

K=[10 35]

gue é o mesmo resultado do exercicio anterior.
Este projeto pode ser realizado com o0 MATLAB, atraves das fungdes ACKER.M ou

PLACE.M.

A simulagdo do projeto da pagina (118) é feita utilizando se a equacdo da pagina (116):

X(k+1) = [CD—FK] X(K) , supondo que: (Un (k)=0 , k= O)
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Substituindo, teremos:

w2 17| T 10 35| 4%
x,(k+1)| [|0 1 T ' T %, (K)
|
{xl(k+l)}= 1-5T? T—T23’—25 {xl(k)}
k+D] | gor 1_gst |L%®)

Como T =0,1s, obtemos:
x(k+1)] [0,95 0,0825]x (k)
X, (k +1) { -1 0,65 } X, (k)

X (k)
X, (K)

Supondo que o satélite tinha inicialmente velocidade angular igual a 1rad/s, e
6(0) =0 rad, teremos:

u(k)=[10 3, 5]{

x(0)=0 ¢ x,(0)=1

Logo:
K| x| x| M8 =T
u(k) = —10x, (k) —3,5%, (k)
0 1 -3,5
10,0825 | 0,65 -3,1
0,132 | 0,34 -2,51

O gréfico estd mostrado a seguir, sendo que u(kT) foi calculado e dividido por 6 para

termos uma boa clareza nas curvas.
Mostra-se o programa MATLAB utilizado.
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14

0.8 .

0.6

x2(KT) -

02t x1(kT) ]

o

Estados do satélite e u{kT)/6

| | |
a 0.4 1 1.4 2 24
Tempo [s]

NO MATLAB:

r_ts:O.l;

psi=[1 ts;0 11;

tau=[ (ts"2)/2 ts]';
k=[10 3.5];

x=[0 11;

xa=x"';

n=25;

t=[0:1:n]*ts;

for i=1:n

xa=( (psi-tau*k) *xa) ;
x=[x;xa'];

end

u=-k*x"';

$plot (t,x,'+',t,u/6,'*")
plot(t,x(:,1),"+"',t,x(:,2),"'*")
hold on
dplot (t,u/6)

ylabel ('Estados do satélite e u(kT)/6")
xlabel ('Tempo [s]')

text (0.2,0.6, "x2(kT) ")
text (0.3,0.25, "x1(kT) ")
text (0.3,-0.5,'u(kT)/6")
hold off

L
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VI11.6.2 — Projeto do Estimador de Estado

O projeto do controlador com realimentacdo dos estados supde que todos os estados do
sistema estavam disponiveis, mas isto nem sempre é verdade. Na pratica um numero parcial
de estados é disponivel, os outros estados ndo disponiveis deverdo ser estimados e entdo
realimentados. Existem dois estimadores de estados basicos para estimar o estado x(k): o

estimador corrente, X(k), que se baseia na medida de y(k) e o estimador preditor, X(k), que
se baseia na medida de y(k —1) . Neste curso, sera estudado apenas o estimador preditor.

O Estimador Preditor

Um método para estimar os estados do sistema constitui de um modelo matematico do
sistema, ou seja:

X(k +1) = dX (k) +Tu(k) (7.84)
Sendo:
X(k) — € aestimativa do estado x(k);
® e I' — sédo conhecidos e representam o sistema.

Esquematicamente, a estimacdo de estados seré:

xlo)
S ;
u(k) ! i)
- DT G B H .
| | _ [+ = Dx(k)+ Tulk)
— ___ _ _ ___ Planta ————_—_—_ _ ! y(&) = Hx(k)
T T T T T T T T T T T T T T (7.85)
| - L)
&
—= O T G NN S | L
| | - o
, A Modale . {f{kﬂ) = DT () + T (k)
R e e yik) = Hx(k)
x(o) (7.86)
FIGURA 7.7
Para verificar o desempenho da estimacdo, define se um erro de estimacao:
~ A _
X(k) =X (k) —x(k) (7.87)
ou,
- A _
X=X-X

Substituindo (7.85) e (7.86) em (7.87) teremos:

K(k +1) = DX (k) + DK) — Dx(K) — Cuk)
X(k+1) = DX (k) - x(K)]
x(k)

logo,
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g (k+1)] [1 01][%(Kk)
X(k +1) = DX(K) (7.88) — para o satélite: %, (k +1) - 0 1 I|lx (k)
) 2

se,
X(0) =X(0) segundo a equaciio (7.87), X(0) ¢ X(0) =X(0)—x(0)=0
e entdo, (7.88) sera:

%(k+1) =Dd.0=0

significando que ndo havera erro de estimacdo durante todo o processamento. No entanto, se
X(0) = x(0), o erro de estimacdo so sera nulo se (7.88) decrescer com 0 tempo, isto sO ira

acontecer se e somente se a planta @, for assintoticamente estavel. Uma solucdo seria
garantir que X(0) = x(0) sempre, mas para isto seria necessario medir todos os estados no

instante t =0, 0 que necessitaria de um sensor para cada estado. Mas, se tivermos um sensor
para cada estado, ndo serd necessario estiméa-los, pois ja os conhecemos e, portanto ndo
precisaria do estimador. Como estamos supondo que ndo temos sensores para todos 0s
estados, temos que encontrar uma outra estrutura para estimar esses estados. Pode-se verificar
que o estimador da figura (7.7) estd funcionando em malha aberta, uma solucdo para o
problema é construir um sistema que realimenta o erro de estimagdo entre y(k) e y(k),
estabilizando o estimador de forma que o erro de estimagdo decaia assintoticamente. Esta
realimentacdo esta mostrada abaixo:

Planta

[ e t®-7®

Est_im_adEr ___________
FIGURA 7.8
Cujo equacionamento é:
X(k+1) = dX(k) +T'u(k)+ L[y(k) — HY(k)] (7.89)

sendo que L € a matriz de ganhos de realimentagéo.
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Este estimador é preditor porque uma medida no tempo k resulta na estimacdo do
estado em k+1.
O erro de estimacdo X ja foi definido em (7.87), neste caso, substituindo (7.89) e (7.85)
em (7.87) teremos:

%(k +1) = DX (K) +Tu(k) + L y(k) — HX (k)] - [®X(K) + Tu(K)]

como Y(k) = HX(k) temos:
(K +1) = X (K) + DK} + LHx(k) — LHX (k) — x(k) — DiK)

| %(k +1) = D[X (k) — (k)] - LH [X (k) - x(K)]
logo,
(k +1) = [® - LH ].[X(k) - x(k)]
(k)
finalmente,
K(k+1) =[®—LH]x(k) (7.90)

Se o sistema (7.90) representar um sistema assintoticamente estavel, o erro de estimacao
X convergira para zero, qualquer que seja o valor de X(0). Para que a estimacéo seja eficiente
é necessario que X(k) convirja mais rapido que x(k), para isto o ganho do estimador L deve
ser tal que os transitérios associados aos autovalores de ®—LH sejam suficientemente
“rapidos”.

Com esta realimentacéo L, torna-se desnecessario que X(0)seja idéntico a x(0), ou
seja, X(0)=0.

O procedimento para determinar L é o mesmo do projeto da lei de controle K.

Primeiramente especifica-se a localizacdo desejada das raizes do estimador no plano-z e
obtém-se a equacdo caracteristica desejada do estimador:

a,(2)=(z2-B)z-5,).-(2-5)) (7.92)

sendo pB's as localizagdes desejadas dos polos (autovalores) do estimador e deverdo

representar a “rapidez” com a qual o estimador convergird para o estado da planta.
A equacdo (7.91) pode ser representada na forma:

a,(2)=7"+az"" +0522”_2 +..ta, (7.92)

A equacdo caracteristica do erro de estimacao é:

a,(z) =det[zl ~D+LH] (7.93)

Determina-se o estimador L igualando-se (7.93) com (7.92).

Exemplo: Projete um estimador para os estados do satélite do exemplo anterior, sendo que 0s
polos do estimador deveréo estar em: z=0,4+ j0,4.

A equacao caracteristica desejada é:
a,(z)=(z—0,4+j0,4)(z—0,4—j0,4)

ou,
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a,(z)=2°-0,82+0,32 (7.94)

A equacdo caracteristica do estimador é:

ae(z)zdet[zl—CD+LH]=det[le) 2H(1) IHﬂ.[l o]}

z-1+ —T
ae(z):det{ L }:(z—l)(z—l+ L)+TL,
L, z-1
a,(2)=2"+z(L -2)+1-L +TL, (7.95)
Igualando-se (7.94) com (7.95) teremos:
L,-2=-0,8
1-1L,+TL, =0,32

sendo T =0,1s, teremos:

L=12¢l,=52

2

O estimador sera implementado utilizando-se a equacao (7.89), que neste caso é:

_ _ T? _
o) oo {Z povlzzf o1 o35
X, (k +1) 0 1]]|X,(k) - 5,2 X, (K)

(7.95a)

logo,

ComoT =0,1s, temos:
%, (k +1) = X, (k) +0,1%, (k) +0,005u(k) +1,2[ y (k) — %, (k)]
X, (k +1) = X, (k) +0,1u(k) +5,2[ y(k) - % (K)]
(7.95b)

Supondo que os estados iniciais do satelite sejam: x,(0)=x,(0)=0 e os estimados
X (0)=0rade X,(0)=1rad/s, logo X (0)=0 e X,(0)=1, substituindo na equagéo (7.90),
(7.95a ou 7.95b), teremos:
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Estirmacio dos Estados do Satélite
2 T T T T T T
1.5 .
T  + .
Xt
o oty
= ar + .
o
=
ﬂu***#ii*********
= =
] xl':t:'
= 05 .
w
Ak -
1.8 .
2 I I I I 1 I
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Tempo (=)
NO MATLAB:
r_ clear
T=0.1;
fi=[1 T; 0 11;
L=[1.2 5.21"';
H=[1 0];
x=[0 1]1"';
Xa=Xxy
ti=0;
tv=ti;

for i=1:1:14
xa=(fi-L*H) *xa;
x=[x xal;
ti=ti+T;
tv=[tv ti];
end
x1=x(1,:);
X2=x(2,:);
plot(tv,x1,"'*', tv,x2,"'+")
xlabel ('Tempo (s)');
ylabel ('"Erros de Estimacgédo');
title ('Estimacdo dos Estados do satélite');
axis ([0 1.4 -2 21);
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- Férmula de Ackermann para Projeto do Estimador

O projeto do estimador envolve o calculo literal do determinante e pode ficar muito
complexo para sistemas de ordem maior que 3. Isto pode ser eliminado utilizando o projeto do

observador de estado segundo a formula de Ackermann:
— -1 ~ -

H 0
HO 0
L=, (®) HO?
: (7.96)
Ho | |1
D1

sendo:

e D — éamatriz de observabilidade, se D néo for invertivel implica que o sistema néo
possui todos os estados observaveis e ndo sera possivel estima-los.

e o, (CD) — € a equacdo caracteristica desejada substituindo z por ® ou seja:

-1 -2
a,(D)=D" + @ +a,®" “ +...4+ | (7.97)
sendo que 0s ¢, sdo os coeficientes da equacéo caracteristica desejada:

a(2)=2"+a7"" +..+a,

A demonstracdo da formula de Ackermann pode ser encontrada no apéndice do capitulo
(6) do “Franklin & Powell”.

Exercicio — Projete o estimador de estados do exemplo anterior utilizando a formula de
Ackermann.

Observabilidade (Sistema Continuo)

c
CA
det| | CA*> ||+ 0= Observavel

CAn—lJ

Exemplo de sistema observavel e de sistema ndo observével:

Um helicdptero de alto desempenho possui 0 modelo mostrado abaixo.
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Eixos vinculados ao corpo

TR = W

‘ "’ix

,‘:.»\ “ﬁ/.” <
f\‘is "\

\ r\\)d
-

O objetivo é controlar o angulo arfagem, 6(t), do helicoptero ajustando-se o angulo 5(t)
do rotor. As equacOes de movimento deste helicoptero sdo:

d’ot) _ _de(t) () na(t)

dt2 Ot odt ot
d2x(t) _de(t) dx(t)
a2 —ge(t) azT Gz?*'gé‘(t)
Em espaco de estados teremos:
X (1) =0()) (%, (1) =%, (1)
$O=00] 0 [ RO=010-ax 00
X3 (t) = x(t) X3 (t) = X4 (t)
Xy (t) = X(t), \X4 (t) =0X (t) — 05X, (t) —0,%, (t) + 95(t)
u(t) =s(t)
entéo,
(% (t)] o 1 0 0 7[x(t)] [0]
% ()| |o 0 —a, | | %(t)] |n|
1|0 o o 1||x@®)]|o0 ut)
_X4(t)_ 9 -, 0 -0, _X4(t)_ 9]
A B

Supondo que se mede apenas a posi¢do angular A(t), ou seja, dispde-se de sensor
apenas para 4(t), a saida sera:

y(t) = 0(t) = x,(t)

ou,
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y®)=[1 0 0 o]. );2
C

_X4 t -
Assim o estado de observabilidade é:
C 1 0 0 0 ]
CA 0 o 0 -
det , | |=det , ? =0
CA 0 o/-9a, 0 —-0o0,+0,0,
CA® ? ? 0 ?

Neste caso o determinante é nulo, pois se tem uma coluna nula. Logo, o sistema nao é
observavel.
Suponha que se mede ndo apenas A(t) , mas também x(t) logo:

% (t)
X (t)
y)=[1 0 1 0] 2
R P
% (1) ]
Assim,
C | ! 0o 1 0 ]
CA 0 1 0 1
det , | |=det =103,22
CA 9,8 -1,845 0 -0,0309
| CA® | | -0,303 10,61 0 0,0211 |
Calculado com MATLAB, substituem-se os valores de g,a,,....
Logo det(:) =0 entdo o sistema é observavel.
Controlabilidade (Sistema Continuo)
det([B AB A’B ... A"'B])»0= Controlavel

Considerando o mesmo problema anterior, ou seja, 0 helicoptero, teremos:
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0 n -a,9 i?
1 - no, + a,an + i ?
det([B AB A’B A3B}):det .9 ot aantoge, i
0 9 —an—-o,9 iii ?
g -an-o,9 gn+aa,g+anc,+og iv? |

Substituindo valores:

0 6,27 2,71 1,227 |
6,27 -2,71 1,23 -1,236

det =148459,36 # 0
0 9,80 -9,16 65,50

9,80 -9,16 6550 —29,61

*. é controlavel

Suponha que o helicoptero quebrou e n=0 nesta situacdo. Logo:

0
0
B =
0
1 9]
assim,
(0 0 —0,11 0,047 ]
0 -0109 0,047 -0,021
det([B AB AZB A3B]):det —0
0 98 -0194 0,159
9,8 -0,194 10,1594 1,137

*. ndo é controlavel

VI11.6.3 — Projeto do Regulador: Combinacdo da Lei de Controle com o Estimador de estados.

O sistema de controle estard completo se for implementada a lei de controle (7.76)
utilizando os estados estimados pelo estimador (7.89). Uma representacao é:
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Planta Sensor
2 (k) yik)
= x(h+ D= Dxloy+Tud) ——l [ ou-
L _____________-21"
| | |
I P N uk)| | :
| =
: : —K-!: . x) Tk+1)= @f(k}+Fu(k}+u'(k}: : :
| . | |
| Gide | W)\ 1
: Cner:trt?le : L : :
I | ¥ I :
| | o
: [
[

Contralador {ou reguladar)

FIGURA 7.9

O projeto da lei de controle assumiu que os estados da planta, x(k), eram todos

disponiveis. Agora, supomos que 0s estados ndo sdo todos disponiveis e a realimentagdo sera
feita utilizando-se os estados estimados X (k). Serd visto agora que isto ndo causa nenhum

efeito no funcionamento conjunto e que o projeto da lei de controle, K e do estimador, L,
podem ser realizados separadamente e utilizados em conjunto como mostra a figura (7.9).

- O principio da Separacado

Conforme mostrado na figura (7.9), a equacédo da planta é dada por:

X(k +1) = dXx(k) —TKX(K) (7.98)

O erro de estimac&o é dado por:
X=X—X=>X=X+X (7.99)

Substituindo (7.99) em (7.98) teremos:
X(k +1) =dx(k)-T'K [x(k) + )”((k)] (7.100)

ou,

x(k +1) = (@ - TK)x(k) — TKX(K)

A equacéo do erro de estimagéo do estimador L é dada em (7.90) que é:

X(k+1) =[®—LH]X(k) (7.101)

A equacdo que descreve completamente o sistema da figura (7.9) é constituida dos
estados do estimador (7.101) e dos estados da planta (7.100) que colocados na forma matricial
ficam:
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K(k+1)] [@-LH 0 %(K)
x(k+D) | | -TK @®-TK |[|x(k)| (102
A sua equacao caracteristica é:

() — det 7l -+ LH 0
aer= 'K 7l - +TK (7.103)

que, devido ser uma matriz nula no lado superior direito, pode ser escrito por:

a(z) =det[zl —®+LH|.det[zl -®+TK]=e,(2).,(2)

Obs.: Da élgebra linear sabe-se que:

para A:L':Zl 22} e A, ndo-singular, entéo det(A):det(ﬁn).det(A22 —A21A1_11A2)

Na equacdo (7.103), A, =0, logo:

det(A)=det(A, ).det(A,)

Portanto, as raizes do polindmio caracteristico do sistema completo consistem da
combinacdo das raizes do estimador com as raizes do controlador e ndo diferem daquelas
obtidas assumindo que todos os estados, x, da planta eram disponiveis para realimentacdo de
estados. Portanto, o controlador e o estimador sdo projetados separadamente e utilizados em
conjunto.

Exemplo: Projete um controlador com estimacdo de estados para o controle do satélite do
exemplo anterior.

Nos exemplos anteriores projetou-se separadamente a lei de controle e o estimador de
estados que séo:

K=[10 35] & L{;ﬂ

Segundo o principio da separacdo, o projeto do controlador completo ndo difere dos
resultados obtidos com o projeto separado, para o projeto completo teremos 0 mesmo valor de
KelL.

A simulagéo do sistema completo com o controlador e o estimador estd mostrada na
proxima pagina. Os estados iniciais utilizados foram: x (0)=0rad, x,(0)=1rad/s, os

estados iniciais do estimador foram: X (0) =0 e X,(0) =0. Isto originou um erro de estimag&o
inicial de: X (0)=0 e X,(0) =-1. Esta simulag&o utilizou a equagdo (7.102).
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NO MATLAB:

r_ clear

psi=[1 .1;0 1];

tau=[(.172)/2 .11"';

h=[1 0];

k=[10 3.5];

1=[1.2 5.2]1";

An=[psi-tau*k (-tau*k);zeros(2,2) psi-1*h];
Bn=zeros (4,1);

Cn=[1 0 0 0];

Dn=0;

x0=[0 1 0 -1]"';

U=0:0.1:3;
[y,x]=dlsim(An,Bn,Cn,Dn, U, x0) ;
Xb=x(:,1:2)+x(:,3:4);
plot(U,x(:,1:2),'*",U,xb,"'0")
axis ([0 3 =-1.2 1.3]);
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ANEXO |

CONVERSORES A/D e D/IA

Circuito Sample-and-Hold (Amostra e Retém):

Na andlise dos conversores A/D supomos que a tensdo de entrada V. é constante.
Porém, se a tensdo de entrada variar de uma quantidade significativa enquanto a conversao
A/D estiver em prosseguimento, a saida digitalizada sera ambigua.

20 4.0,
I)_ Wsaida
I Capacitor de

Fetencao

19 4.0
Yent K "!/
|
I
Lagica ™~ ,
|~

Controle

YWent, Wzaida

zaida /ﬂ T T

-

1
| |
' |
Sinal de I
& Controle! |

]
|

1]

H\\ k

Amostra Betém

r

Figura 3.17 - Circuito sample-and-hold.
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A figura acima mostra o circuito do sample-and-hold de ordem zero. A tenséo da
entrada inversora e aproximadamente Ven. Em virtude da realimentagdo, a saida do primeiro
amplificador operacional é de aproximadamente Ven. Assim, o primeiro amplificador
operacional atua como um amplificador de ganho unitario.

A chave é controlada por ldgica, o que significa que uma entrada alta fecha a
chave e uma entrada baixa, abre a chave.

Quando a chave estiver fechada, o capacitor se carregara rapidamente com Vep,
pois a impedancia de saida do primeiro amplificador operacional é muito pequena. Uma vez
que o segundo amplificador operacional também é um amplificador de ganho unitario, Vsaiga €
igual & Vent. Quando a chave abre, o capacitor retém a sua carga, pois a impedancia de entrada
do segundo amplificador operacional € muito grande.

Tempo de Aquisicdo: Este é o tempo necessario para obter uma amostra precisa
(tipicamente 0,1 us) depois da chave ser fechada. Idealmente, o tempo de aquisicao é igual a
zero, mas em um sample-and-hold real a constante de tempo de carga do capacitor de
retencdo € a impedancia de saida do primeiro amplificador operacional produzem um tempo
de aquisicdo diferente de zero.

Tempo de Abertura: Este é definido como o tempo requerido para que a chave
abra. Uma vez que ela é uma chave a transistor, a um pequeno intervalo de tempo antes que
ela pareca aberta e ndo mais afete o capacitor de retencao.

Taxa de Decaimento: A taxa de decaimento é a taxa em que a tensdo de saida
diminui na condicédo de retengdo. Ha trajetos de fuga para a carga do capacitor, por exemplo, a
impedancia de entrada do segundo amplificador operacional.

oo L Lagica
Ajuste ! F 8 Ref.
— 2 T
Offzet 33 ¢ Lagica
vent — |39 e[  CH
e B Wsaida
+h R
Went T T .
32 ;15 Wzaida
i B . 81— Ldgica
IEIEIEH uF

O amplificador LF398 ¢ um amplificador de sample-and-hold disponivel comercialmente.
Para um capacitor de 0,001pF:

T. Aquisic¢do: 4 us
T. Abertura: 150 ns
T. Decaimento: 30 mV/s
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Conversor D/A:

O circuito do conversor D/A com amplificador operacional é:

A

v
Rao

WLl

Figura 3.6 - Circuito do conversor D/A.

A tensdo Vs é dada por:

Vi :—&. VA+\i+\i+\h
R 2 4 8

As tensdes Va, Vi, Ve e Vp poderdo assumir apenas dois valores: nivel 1 (V) de
tensdo ou nivel 0 (zero volts), logo poderemos escrever:

V, =—&.vcc.(A+E+9+9j ou V :—&.\/CC.(SA+4B+2C+ D)
R 2 4 8 8R

Onde V. € a tensdo de nivel 1 e A, B, C e D sdo os bits do codigo BCD8421.

Exemplo: Considere o seguinte conversor com Vcc=-8v e R=5kQ.

Bk —
I'U'

= nivel lagico '7"'= 8
nivel lagico "'0"'= OV

Entrada: A=0;B=0;C=1;D=1 = 34
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Conversor Analégico para Digital (A/D):

O processo de conversdao analégico-digital (A/D) consiste basicamente em
entrarmos com a informagcdo de forma analdgica e recolhermos na saida esta mesma
informacdo na forma digital, como esquematizado abaixo:

Entrada | Conversor I Saida
A/D I Digital

Figura 3.11 - Diagrama de um conversor A/D.

O circuito que efetua esta conversdo € mais sofisticado que os conversores D/A,
pois necessita-se de um contador e um conversor D/A para efetuar a conversao.

Clear | Saida Digital
l A[MSE
Clack b a | o AMSE]
— Lk | Contador de bk | MSB - Bit mais significativo
Década |
1 |
A, : Do I o B
Vicve=Vs=1 B o o |
Wi =2Vss( —E |
Vs - W Corversar I
! . Dd, 0 Q : a r
|
Comparadar Ve l —p Lk I
|
Entrada D O ' a DILSE]
Analdgica : S
b Tl LSE - Bit maiz signific-ativo

Figura 3.12 - Conversor A/D usando um conversor D/A. O flip-flop é acionado na descida do clock.

O circuito é basicamente constituido por um contador de década que gera o
codigo BCD8421 nas saidas A’, B’, C* ¢ D’. Essas saidas sao colocadas num conversor D/A,
fazendo com que este apresente na saida uma tensdo de referéncia (V,). Esta, por sua vez €
colocada em uma das entradas de um circuito que compara esta tensao com a tensdo de
entrada analogica (Ve).

A saida deste comparador gerara o clock dos flip-flops do circuito de saida e
também acionard uma chave digital (porta and) que bloquearad ou nédo a entrada do clock do
contador de década.

O conjunto de saida do conversor, que servira de referéncia para a comparacgéo, €
mostrado no grafico abaixo.
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CONTROLE DIGITAL

12 LISTA DE EXERCICIOS

1) Obtenha a forma fechada de f (KT) para:

z2(z+1)

?) F@)= (z-1)(Z2-2+1)

B 0,2z
(z2-0,2)(z+0,2)(z-1)

b) F(2)

2

0 F@)= (z-1)(2-0,5)

2) Um sistema de controle discreto é descrito pela seguinte equag&o:
y(k)—y(k-1)+0,1y(k—2) =u(k —2)

sendo: y(0) = y(-1) = y(-2) =0 e u(k) um degrau unitério, determine:
a) A transformada —z de y(k).

b) O valor de y(k) no regime permanente.

c) A funcéo de transferéncia deste sistema discreto.

3) Idem ao exercicio 2, para:
y(k)+y(k-1)+0,8y(k—-2) =u(k -1)

4) A resposta impulsiva (g(k)) de um sistema discreto é dada por:

k |01 2 3
g(k)\z 1 0,5 0,25

Determine a funcdo de transferéncia deste sistema. /L Indica que a sequéncia
continua.

5) Considere o seguinte sistema de controle discreto:

CONTROLADOR PLANTA
ulk) . e(k) | 15823(z-0,368) | ) | 0,3632+0,264 .}"&:_3'
— (z+0,418) z*—1,368z +0,368

Supondo a entrada u(k) um degrau unitario, determine:

141
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a) O valor de regime de: y(k) e C(k).
b) A resposta transitdria de y(k) e C(k).

6) Determinar se os sistemas discretos abaixo séo estaveis:

1

8 D=

z

b) G(2) = 22+472°-7+6

2z
z®-112° +0,01z + 0,405

¢) G(2) =

4

d) G(2) =
) 6@) 22-362°+4z-1,6

7) Determinar para que valores de “a” é estavel o sistema descrito pela seguinte equagao:
y(k+3)+2y(k +2)+ y(k +1) + ay(k) =u(k)
8) Determine se o sistema de controle abaixo € estavel para as seguintes condi¢oes:

a) Supondo G_(z)=1e T =0,1s.

r Timer, T T
2 () i 1 k)

AID ] Gi(z) ] Did = -
Ty (@) o(0, 25+ 1)

b) Supondo G,(z) :il eT=01s.
Z_

c) Supondo G,(z) :il eT=2s
Z j—

d) Determine os erros de regime para entrada rampa e degrau para os itens a, b e c.

9) Considere o seguinte sistema de controle discreto:
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T=1¢
| | v
(k) ﬂl’; | 0,366-0,185:" 40,0192 ol 10 i)
+f - (1-z7(1+0,267z7) (s +Ds+2)

Determine se o sistema é estavel e desenhe o grafico de y(k) x k supondo u(t) entrada

degrau unitéario. Descreva o programa que implementa o controlador discreto acima.
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CONTROLE DIGITAL

28 LISTA DE EXERCICIOS

1) O diagrama de blocos do sistema de controle da velocidade de um automovel autbnomo é
mostrado abaixo.

+
Wl 10 3 0,2 b
—i 4 D= D4
- @) s+10 g43 g4+0,2
Walvula Dindmica Dindmica
reguladora da do
do combustivel caombustio veiculo
AiD 1

Sensaot de velocidade

Para melhorar a resposta do veiculo, é necessario projetar o controlador tal que o
sistema ndo tenha overshoot, ou seja, ¢ >0,9; e que o tempo de subida esteja entre:

3,0s <t  <6,0s. O periodo de amostragem a ser utilizado sera T, =1s.

a) Projete o controlador D(z) utilizando a emulacao.
b) Projete o controlador D(z) utilizando o root-locus no plano-z.
c) Determine o erro de regime para entrada degrau.

2) o sistema de controle de um elevador de cargas automatico € mostrado abaixo.

h, ¥ 1 h

d
—{ 0 D(z) Did o0

Dindrnica do
elevadaor com
motor OC

AlD 1

Sensor de
deslocamento

O projeto do controlador devera proporcionar que o sistema tenha overshoot <10%
(¢ >0,7), tempo de subida aproximadamente 0,5s e erro de regime nulo para entrada

degrau.
a) Determine D(z) usando emulagdo para os seguintes periodos de amostragem:

T,=0,1s e T, =0,25s.
b) Determine D(z) usando o root-locus no plano-z, para os dois periodos de

amostragens dados no item (a).
c) Calcule e desenhe a resposta ao degrau unitario nos sistemas dos itens (a)e (b).

Explique as diferencgas entre seus resultados.
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3) Para o sistema posicionador do cabecote do disco rigido (winchester) dos computadores,
dado na figura abaixo, projete o controlador tal que o sistema tenha tempo de subida de
aproximadamente 20ms e overshoot <20%. O periodo de amostragem e T, =1ms. Use a

emulacao.

+
r 1 1 ¥
— — D(z)— Did —
iy £+1000 g
Atraso Dindmica
eletrdnica do
cabegote
AL 1
Sensor de
posicao

4) Considere o sistema de posicionamento de um rastreador solar, cuja funcdo de

transferéncia é dado por:

0,2

G(s):—
s(s+0,2)

Projete um controlador discreto usando o Root-Locus discreto sendo que o sistema
deverd apresentar overshoot aproximadamente 16%, tempo de estabelecimento
aproximadamente 11s, erro de regime nulo para entrada degrau e erro de regime igual a
0,02rad para a entrada rampa. O periodo de amostragem sera T, =1s. Calcule e desenhe a

resposta ao degrau.

5) Projete um controlador que tenha pequeno tempo de estabelecimento para cada uma das
seguintes plantas:

5
a) G(S)=m f TS:].S
b) G(s)=—0 T -0,8s
s(s+1)(s+3)
¢) G(s) ! _

S SG10.0)615)6E10) | ¢

Determine e desenhe as suas respostas ao degrau.

6) Considere os seguintes sistemas continuos:

=1 % lxol o T 202
) x()—{0 _Jx(){l}u(), ,=0,2s
y(t)=[1 0]x(t)
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X(t) = {_13 ﬂ X(t) +mu(t) T, =0,25

yt)=[1 0]x(t)
Para cada item, calcule o seu equivalente discreto e a funcéo de transferéncia discreta
G(z2).

b)

7) a) Represente 0 motor D.C em espaco de estado, sendo que sua equacgdo dinamica é:

d°ot) , 4o _y

r
dt? dt

sendo: €(t) a posicdo angular do eixo, 8-(t) a velocidade angular do eixo, I" a constante de
tempo do motor, k 0 ganho em regime do motor e u(t) a tensdo de entrada do motor.

b) Sendo: I"'=0,5, k =2,0,determine o equivalente discreto para T, =0,1s .
c) projete o controlador k para que os polos de malha fechada estejam em:

B

§=_—= =
2 715

d) Projete o estimador L tal que o, (z) = z°.
e) Determine a evolugéo do erro de estimagdo X(k), sendo que os estados iniciais do
motor sdo nulos e os estados iniciais do estimador sdo X, =—1rad e X, =1rad/s.

8) Dado o sistema:

0,5 0,1
y(k)=[1 1]x(k)

1 01 1
X(k +1) { }x(k){o}u(k)
Determine um controlador k tal que os polos de malha fechada estejam em z =0,1 e
z,=0,5.
9) Considere a equacdo dinamica linearizada do levitador magnético:

40O _1000n(t)+ 20u(t)

dtz2

sendo h(t) a altura da esfera (saida do sistema) e u(t) a corrente na bobina (entrada do
sistema).
Adotando um periodo de amostragem T, =0,01s, faca:

a) Use alocacéo de polos para projetar o controlador tal que o tempo de estabelecimento
seja menor que 0,25s e overshoot menor que 20%.
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b) Projete o estimador de estado tal que o erro de estimagdo tenha tempo de
estabelecimento menor que 0,08s.
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CONTROLE DIGITAL

32 LISTA DE EXERCICIOS

Resolver usando o MATLAB.

1) Considere o sistema com realimentacdo dado na figura baixo:

Contralador Planta
7 E(s) s 1 ¥(s)
© G,(5) Dl -
+ - s +0s+6

Ha trés controladores potenciais para o sistema:

(1) G.(s) =K, controlador proporcional.
(2) G.(2) = 5 controlador integrador.
S

K(s+1)

(3) Ge(2)=—

, controlador proporcional e integral (PI).

As especificacbes de projeto sdo tempo de estabelecimento menor que 10s e
porcentagem de overshoot menor que 10%, para uma entrada tipo degrau unitaria.

i) Para o controlador proporcional, esbocar o lugar das raizes usando o MATLAB para
0< K <o e determinar o valor de K tal que as especificacdes sejam satisfeitas.

ii) Repetir a parte (i) para o controlador integral.
iii) Repetir a parte (i) para o controlador proporcional e integral.

iv) Tracar em um mesmo diagrama os graficos das respostas ao degrau unitario dos
sistemas de malha fechada com cada um dos controladores projetados nas partes de (i) a (iii).

v) Comparar os resultados obtidos no item (iv), concentrando a discussao nos erros de
estado estacionario e no desempenho transitério.

2) Repita a questdo (1), supondo que o controlador serd implementado por um
microcomputador com interfaces A/D e D/A. Porém, serd utilizada a emulacdo do projeto
continuo para o discreto, usando os controladores obtidos em (1). Sera utilizado um periodo
de amostragem igual a 0,001s. As especificacOes de desempenho continuam sendo as
mesmas.

3) Repita a questdo (1) ja supondo que o controlador sera implementado com o
microcomputador, sendo os controladores do tipo:

1) G,(z) =K, controlador proporcional.
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i) G,(z)= K—Zl controlador integral.
Z —

Utilize um periodo de amostragem igual a 0,02s. As especificacdes de desempenho
continuam sendo as mesmas.

4) Um helicoptero de alto desempenho possui 0 modelo mostrado abaixo:

Eixos vinculados ao corpo

D ~— ' W

“=;

"

< f

=
,,\, \\

g N VS
——

O objetivo é controlar o angulo de arfagem, @(t), do helicoptero ajustando-se o
angulo &(t) do rotor. As equagdes do movimento do helicoptero séo:

d2e(t) _ 4o dx(t)
Yot

2 - gt +no(t)

d?x(t) _dow) dx(t)
a2 =go(t) -, ot +9gda(t)

Adote: X, (t) = 6(t), X, (t) = 6(t), X, (1) = X(t), X, (t) = X(t)

sendo que X é a transi¢cdo na direcdo horizontal. Em um helicoptero de alto desempenho
determina-se que: o, =0,415;0, =0,0198; o, =0,011%; ¢, =1,43;n=6,27,9 =9,8, tudo nas
unidades Sl apropriadas.

i) Determinar a representacdo deste sistema em espago de estados.

ii) Determinar a fungéo de transferéncia para: 6(s)/o(s).

iii) Este Sistema serd controlado por um computador de bordo com periodo de
amostragem de 0,001s,0btenha 0 modelo discreto do sistema, em espaco de estados.

iv) Determinar a funcdo de transferéncia para: 6(z)/6(z).

V) Projete um controlador digital usando realimentacéo de estados, supondo que todos os
estados estdo disponiveis para medicdo. As especificagdes desejadas sdo: porcentagem de
overshoot menor que 20% e tempo de estabelecimento menor que 1,5s. Para dominancia
posicione os outros dois polos em z, =0,01,z, =0,02.
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vi) Simule o sistema controlado obtido em v, supondo que o estado inicial é
6(0) =0, 3rad, x(0) =0m), todos os outros estados iniciais sdo nulos. Qual o valor madximo
de S(t) obtido na simulagéo?

vii) Supondo que esta disponivel apenas os estados &(t) e x(t) para medicdo, projete um

observador de estados adequado, de tal forma a estimar todos os outros estados do
sistema.

viii) Simule o sistema controlado obtido em vii, supondo que o estado inicial é:
6(0) =0, 3rad, x(0)= Om, todos os outros estados iniciais sao nulos, inclusive os estados
do observador. Compare os resultados com vi.
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