Capitulo 1

Séquéncias e Séries Infinitas de Termos
Constantes

1.1. Introducao

Neste capitulo estamos interessados em analisar as séries infinitas de termos constantes. Entretanto,
para entender as séries infinitas devemos antes entender o conceito de sequéncias infinitas. Um aspecto
particularmente importante das séries infinitas é verificar a convergéncia ou divergéncia das séries infinitas.
Na engenharia elétrica estamos interessados nas séris infinitas convergentes. Os tépicos analisados neste
capitulo sao necessarios para entender as séries infinitas em geral.

Iniciamos o capitulo definindo uma sequéncia. Assim, uma sequéncia é definida como um tipo especial
de fungao em que o dominio é um conjunto de ntimeros inteiros e a imagem é um conjunto de ntimeros reais.
Posteriormente, define-se uma série infinita como um caso especial de sequéncia. O restante do capitulo
estd orientado a analisar os teoremas usados para verificar a convergéncia ou divergéncia de séries infinitas
de termos constantes.

1.2. Sequéncias

Definigao 1: Sequéncia é uma funcao cujo dominio é o conjunto de todos os ntimeros inteiros positivos —
{1,2,3,...,n,...}. Nesse contexto, os nimeros que representam a imagem de uma sequéncia sao chamados
elementos da sequéncia.

Exemplo 1: Seja a funcao:

1

n)=—

fn) =
A funcao f(n) tem como dominio os numeros naturais: D = {1,2,3,...,...} e como imagem: | =
{1, %, %, %, e %, ...}. A figura 1 mostra o grafico da fungao f(n). As fungdes que tem os nimeros inteiros

positivos como dominio, como acontece com a fungao f(n), representam um tipo especial de fungao que
chamamos de sequéncia.

Como o dominio de todas as funcoes especiais chamadas de sequéncia nao varia entao esse tipo de funcao
pode ser representada de uma forma mais simplificada mostrando apenas a imagem da funcao e na forma de
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Figura 1.1: Sequéncia do exemplo 1

uma sequéncia ordenada. Assim, a funcdo do exemplo 1 que passamos a chamar simplesmente de sequéncia
é representada de forma simplificada da seguinte forma:

1
n

o) =
no =
v =
S

que é uma sequéncia infinita muito conhecida e da origem a uma série infinita chamada de série harmonica.
Obviamente, estamos interessados apenas nas séries infinitas.

Observagoes:

1. Uma sequéncia pode ser representada de uma forma compacta usando uma notagao genérica {f(n)}
ou identificando o elemento genérico {a,}. Assim, a sequéncia do exemplo 1 pode ser representada
1
como {:}.

2. A sequéncia aq,as,...,an,... ¢ igual a sequéncia by, bo,...,b,,... se e somente se a; = b; para todo i
inteiro e positivo, isto é, se apresentam a mesma imagem.

Definigao 2: Limite de uma sequéncia

A sequéncia {a,} tem um limite L se para qualquer ¢ > 0 existe um nimero N > 0 tal que se n for
inteiro e se n > N entao |a, — L| < € e, nesse caso, o limite é representado da seguinte forma:

lima, =1L
n — 00

Exemplo 2: Use a definigao para provar que a sequéncia {57} tem limite igual a L = %



Precisamos mostrar que para todo € > 0 existe um numero N > 0 tal que se n for inteiro e se n > N
entao:

n 1 <
——|<e
2n+1 2
& > N enta ‘ — ‘< — 1 — (2 +1)>1:> S 1%
se n entdo |——| <€ — <€ n — n
22n+1) 2(2n+1) 2¢ de
A afirmacao anterior é verdadeira, por exemplo, se N = 1136 e se n for inteiro. Portanto, se
1—2e n 1
N = — - <
de o+ 1 2‘ ¢

Deve-se observar que usar a definicao para verificar que uma sequéncia tem limite nao é a estratégia mais
adequada para provar que uma sequéncia tem limite (além de demorado, precisamos conhecer esse limite).

Teorema 1: Permite encontrar o limite L. de uma sequéncia a,, se existe esse limite.

Se lim f(x) =L e se f(x) estiver definida para todo inteiro positivo — tim f(n) =1L quando n
T — 00 n — 0o
for um inteiro positivo qualquer.
Exemplo 3: Provar que a sequéncia {5"+} tem limite L = %
n x lim f() li * li ! 1
m f(x m m —
2n+1 20 + 1 T — 00 T — 50 v oo z 2
lim{fn} _1
n — 0o 2
Exemplo 4: Provar que a sequéncia {2} tem limite L = 0.
1. Usando o Teorema 1:
1 Lt ) : tim { /)
Fn) =L = fla) = m f(x _ lm =) —o mm { fn 0
n x T — 00 n — oo

2. Usando a Definicao 2:

Precisamos mostrar que para todo € > 0 existe um nimero N > 0 tal que se n for inteiro e se n > N
entao temos o seguinte:

1
’ - O‘ <e€
n

~ 1 1 1
< se n>N entao |—| <e — —<e—n> -
n n €

3



A afirmacdo anterior é verdadeira, por exemplo, se N = % e se n for inteiro. Portanto, se

1

€

N =

—

=
——0|<e€
n

Definicao 3: Sequéncia convergente

Se a sequéncia {a,} tem um limite entao ela é convergente e a, converge para esse limite. Por outro
lado, se a sequéncia nao for convergente entao ela é divergente.

Exemplo 5: Determine se a sequéncia {#H} é convergente ou divergente.

. n
. lim e .
Queremos verificar se 2n + 1) existe
n — 00

Usando o Teorema 1 temos seguinte:

, , x ) 1
f(2) N lim f(z)  _  lim <2x+1) _ lim (2-5—1> :%

T2 +1 z — 00 v oo

n — oo

e, portanto, a sequéncia {ﬁ} é convergente e converge para L = %

Exemplo 6: Determine se a sequéncia {n Sen(7)} é convergente ou divergente.

l Sen(=
Queremos verificar se o foen ﬁ) existe
n — oo
@) @ _ tm 2
B T lim flx) _ lim xr Sen(Z) _ Hmn 1\
f(x)—a:Sen(E):> v oo = s = (5)
T — 00
. x . 1
Como Lim Sen(z) =0 e Lim (93) = 0 entao aplicamos a Regra de L’Hopital para
L — 00 T — 00
eliminar a indeterminagao.
, 9(x) . g (2)
Usando a propriedade Lim h(z) = tim R (x)
T — 00 T — 00
—5Cos (%)
lim T lim 7 Cos (Z) lim {n Sen()}
— - = T =T —> =T
T T — 00
T — 00 n—0o0

e, portanto, a sequéncia é convergente e converge para L = .



Teorema 2: Propriedades de sequéncias convergentes:

Se {an} e {by} s@o sequéncias convergentes e ¢ é uma constante entao:

1. A sequéncia constante {c} tem ¢ como seu limite.

9 lim Can _ ¢ lim an,
" n— o n — 00
5 lim (an £ by) _ lim n lim by,
" n— o0 n — 00 n — 00
4 lim (an - bp) _ lim an, lim b,
" n— o0 n — 00 "n— 00
lim an
5. lim (g—;) _ n—
n — 00

Portanto, os teoremas 1 e 2 podem ser usados para provar a convergéncia de sequéncias.
2
: éncia {2 TV 4
Exemplo 7: Provar que a sequéncia {57 Sen(7)} é convergente.

Usando o Teorema 2 (item 4) temos seguinte:

2

n T n
.Sen(—) =

2n+1 en(n) 2n+1

T
.n Sen(ﬁ)

. n s 1 :
No exemplo 5 foi provado que TnpT € convergente e converge para 3 € no exemplo 6 foi provado que

n S en(%) é convergente e converge para 7. Entao usando o Teorema 2 (item 4) temos seguinte:

lim % Sen (%) _ < lim % ) < lim Sen (Z) ) B 17r—
— =g =

T
n — o0 n — oo n— oo 2

e, portanto, a sequéncia é convergente.

1.3. Sequéncias mondtonas e limitadas

Definicao 4: Uma sequéncia {a,} é crescente se a, < an4+1 para todo n e é decrescente se a, > Gp41.
Também, chamamos de mondtona uma sequéncia que seja crescente ou decrescente.

Exemplo 8: Verificar que a sequéncia {%} é decrescente.

1
PR

1
IR 77
n

Wl =

1 1
{n} 727

1

1 . . e A ey
Como - > 1 para todo n inteiro e positivo — a sequeéncia ¢ decrescente.



Definigao 5: O ntimero C' é chamado de limitante inferior da sequéncia {a,} se C' < a,, para todo n inteiro
positivo. Também, o nimero D é chamado de limitante superior da sequéncia {a,} se a,, < D para todo n
inteiro positivo.

Definigao 6: Se A é uma limitante inferior de uma sequéncia {a,} e se A satisfaz a propriedade de que para
todo limitante inferior C' de {ay}, C < A, entao A é chamada de limitante inferior méximo da sequéncia.
Analogamente, se B for uma limitante superior de uma sequéncia {a,} e se B satisfaz a propriedade de
que para todo limitante superior D de {a,}, B < D, entao B é chamado de limitante superior minimo da
sequéncia.

Definicao 7: Uma sequéncia {a,} é limitada <= ela tiver limitantes superior e inferior.

Exemplo 9: Ilustramos as defini¢oes usando a sequéncia a, = {%}

11 1
an:>17§7§7' 757 )
= -4 é uma limitante inferior de a,,.
li 1
m — . . . - L -
= Como n) = 0= o limitante inferior maximo de a,, é igual a zero.
n — 00

= 5 é uma limitante superior de a,.

= 1 é uma limitante superior minimo de a,.

Teorema 3: Uma sequéncia mondtona e limitada é convergente.
. ~ . l s
Exemplo 10: Usar o teorema 3 para provar que a sequéncia { -} é convergente.

Precisamos provar apenas que a sequéncia é mondtona limitada. A sequéncia:

1,

1 1
737"‘?n

| =

é monotona porque é decrescente e limitada porque tem limitante inferior maximo igual a 0 e limitante
superior minimo igual a 1 e, portanto, essa sequéncia é convergente.

1.4. Séries infinitas de termos constantes

As séries infinitas de termos constantes representam um topico muito importante em engenharia elétrica
porque muitas funcées matematicas usadas em engenharia podem ser representadas como uma soma de
infinitos termos, isto é, como uma série infinita de termos constantes. Estamos particularmente interessados
em provar se uma série infinita de termos constantes é convergente ou divergente. Também devemos conhecer
algumas séries muitos especiais e suas caracteristicas de convergeéncia.

Definicao 8: Definicao de série infinita de termos constantes:

Se {u,} é uma sequéncia e s, = uj; + u2 + us + ... + u, (uma soma dos n primeiros termos de uma
sequéncia) entdo a nova sequéncia {s,} é chamada de série infinita que é mais popularmente representada
pela relacao:



o
Zun:u1+uQ+u3+...—|—un+...

n=1

Os nimeros uq,u,us,. . .,Un,. . . sao chamados de termos da série infinita. Os nimeros s1,52,83,. . .,Sn,. . .
sao chamados de somas parciais da série infinita mas também sdo os termos da nova sequéncia que estamos
chamando de série infinita. Portanto, a série infinita é uma sequéncia de somas parciais.

Exemplo 11: Seja a sequéncia {u,} onde u,, = 2"%1

A sequéncia original {u,} assume a seguinte forma:

1

111
{un}:l,g,i,é,...7ﬁ,...,

Os elementos da nova sequéncia {s,} (a sequéncia de somas parciais) tem os seguintes termos:

S1 = 1
1 3

= 1 - = —
S92 +2 5

IR S S O ¢
%= 274 271" 1

SN U R D AR B
o= 2 T1T8 T 178 8

I I I
Sn 2T 1T T T T e

Portanto, a nova sequéncia (que passaremos a chamar de série infinita) assume a seguinte forma:

sy Smy e

3 7 15
1, -, -, —..
{Sn}:> 727478

Essa nova sequéncia de somas parciais {s, } chamamos de série infinita e denotamos essa série da seguinte

forma:

| 1 1 1 1 1
Y=l o+ =+
n:12n

2 4 8 16 2"*1+”'

Um assunto muito importante é encontrar uma forma matemadtica para s,. Essa forma matemaética deve
ser de tal forma que permita provar se a nova sequéncia é convergente ou divergente usando os conceitos
jé apresentados para sequéncias como, por exemplo, usando o Teorema 3. Para o exemplo, vamos tentar
encontrar essa forma matematica para s,. s, assume a seguinte forma:

11 1 1 1
=1t ottt 1.1
sn=l4g+otgt et t o (1.1)
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Da algebra elementar temos a seguinte propriedade:

a® = b= (a—b)(a" 1+ a" 2 +a" 3 + . fa b2 (1.2)

Em (1.2) paraa =1 e b= } temos seguinte:

<1 ! >-— <1 1> (1«+ 1<+ ! + ! + ! +...+ 1 > —»(1 1) (1-+]+-1<+ 1-+ L +...F ! )
on | 2 2 92 93 o4 T oon—1 ) 2 2 4 8 16 7 on-1

Da relagao anterior e de (1.1) temos seguinte:

(1) (- Demama(i )

3 7 15 1
{Sn}:>1,2,4,8,...,2(1—2”>,...,
Observacgoes:

= Geralmente nao é ficil encontrar uma forma matematica adequada para s,. Se fosse facil encontrar
uma forma matematica para s, de todas as séries infinitas entao seria possivel provar a convergéncia
das séries infinitas apenas usando as propriedades de sequéncias (Teoremas 1, 2 e 3). Assim, apenas em
alguns casos € possivel encontrar uma forma matematica para s, . Por esse motivo, precisamos encontrar
outras formas para provar a convergéncia ou divergéncia de séries infinitas de termos constantes.

» Em relagdo a uma sequéncia {s,} sao vélidas as seguintes relagoes:
Sp=Ul + U2+ ...+ Up—1 + Up Sp—1 =U1 + U+ ...+ Up—1 = Sp = Sp—1 + Up

Exemplo 12: Encontrar a forma matemaética de s, da série infinita de termos constantes:
Syt
Up = _
n=1 n=1 n(n + 1)

Seja o elemento k da série infinita entdo temos seguinte:

1 1 1
ukziz——i

kk+1) k k+1

e, portanto, os valores de uy para diferentes valores de k sao os seguintes:

N R R ) R (RR
tr= 2 2=\ 3 B=\371 e R I |

—utu et = (1) + (5o 5) 4 (5-4) +
Sp — U1 u9g us Up = 9 9 3 3 1




1 1 n n
Sn = - = > S, =

" n+1 n+1 " n+1
Portanto, a nova sequéncia de somas parciais assume a seguinte forma:

1
27

{sn} = »

4 n
SRR e AR

wl o
oo

em que podemos provar facilmente que essa sequéncia é convergente e converge para o limite L = 1, que
equivale a afirmar que a série:

> 1

;un: Zn(n+1)

n=1

é convergente.

Definigao 9: Convergéncia de séries infinitas

o0
Seja E u, uma série infinita e seja {s,} a sequéncia das somas parciais que definem a série. Entao, se
n=1
existe e é igual a S, dizemos que a série dada é convergente sendo S a soma da série infinita.
n — 00
lim Sn - . e, . -
Por outro lado, se nao existe, a série é divergente e nao tem soma.
n — 00
Em outras palavras, uma série infinita é convergente <= a sequéncia das somas parciais correspondente

é convergente.
Exemplo 13: Provar que a série infinita do exemplo 11 é convergente.

A série infinita é seguinte:

1

%S
Z gn—1
n=1

No exemplo 11 encontramos a forma matematica da sequéncia de somas parciais:

3715 1 1
{Sn}i1’2’4’8”2(1_2n>’7:>Sn:2<1_2n>

lim Sn .
Devemos provar que existe:
n — 0o

tim s, _ lim 2(1- )

n— 00 n — 00

Portanto, a série infinita converge e a soma € igual a S = 2. Devemos observar, novamente, que a grande
dificuldade de usar essa estratégia para provar a convergéncia de uma série infinita é encontrar a forma
matematica de s,, em funcao de n.



Exemplo 14: Provar que a série infinita do exemplo 12 é convergente.

A série infinita é seguinte:

No exemplo 12 encontramos a forma matematica da sequéncia de somas parciais:

{50} 1234 n
S ES T .
n 2 ) 3 ) 4 ) 5 b ) n + 1 )
lim Sn .
Devemos provar que existe:
n — oo
n — 00 7 — 00 " — o0 "

Portanto, a série infinita converge e a soma € igual a S = 1.

Teorema 4: Usado somente para verificar a divergéncia de uma série conhecendo apenas .

o0 .
L . , lim U
Se a série infinita E Uy € convergente = " =0
‘ n — 00
n=

Prova: Seja {s,} uma sequéncia das somas parciais de uma série infinita convergente cuja soma é

li . : .
S = nzm - o Assim, para todo € > 0 existe um nimero N > 0 tal que se n > N —
—
1 1
|S—sn]<§e |S—Sn+1|<§e
Entao:

[uny1| = [Snt1 = sn| =[S = sn 4+ 541 = S| < |S — 50| + [sp41 — S| < €
Assim, se n > N =

[unt1| < € = lim o —o
n — oo

Devemos observar que o Teorema 4 é usado apenas para verificar a divergéncia de séries infinitas. Devemos

. Up, - L. .
prestar atencao ao fato de que se " — o0 = 0 nao significa que a série seja convergente. Por outro
—
. lim Up < e
lado, se verificamos de que ~ # 0 entao podemos afirmar que a série é divergente.
—
Exemplo 15: Provar que a série infinita Z Uy = Z el é divergente.
n
n=1 n=1

10



Tentamos usar o Teorema 4 da seguinte forma:

lim o _lim (gig) _ lim <3+2> =240

n — 00 n — 0o N — 00 3

que nos permite concluir que a série é divergente.

Teorema 5: Usado para verificar a divergéncia de uma série infinita a partir da relagao genérica de s,.

oo
Seja {sn} a sequéncia de somas parciais de uma série infinita convergente Z uy. Entao para todo € > 0
n=1
existe um nimero N tal que se R > N e T'> N entao |sg — s7| < €

oo
Prova: Como a série Z u, € convergente entdao tem uma soma S. Entao para todo € > 0 existe um N > 0
n=1

tal que se n > N = |S — s,,| < 3e.
SeR>NeT>N=|sp—sr|=|sp—S+S—sr|<|sg— S| +|S—sr| < se+ 36 =>|sp—s7| <¢
Portanto, se R> N eT > N = |sp — sp| < ¢

O Teorema 5 nos permite provar, de uma forma natural, que a chamada série harmoénica é divergente.

o oo
Exemplo 16: Provar que a série harmonica definida da forma Z Uy = Z — é divergente.
n=1 n=1

Usamos o Teorema 5 para R = 2n e S = n da seguinte forma:

1+ ! + ! +...+ !
Sp = — 4+ 4.+ =
" 2 3 n
1+ L + ! + ...+ ! + ! + ! +...+ !
Sop = e S S oo+ —
an 273 n n+l nt2 n
Das relagoes anteriores temos o seguinte: so, — s, = n%rl + 7%2 +...+ i
Também, para n > 1 a seguinte relagao é verdadeira:
1+1++1>1+1+ +1_1
n+l n+2 7 2n " 2n 2n 7 2n 2
Das relacgoes anteriores verificamos facilmente:
1
Son — Sp > (1.3)

2
Se a série for convergente entao para R = 2n e T' = n a seguinte relagao teria que ser valida:
1
|sr — sT| = [S2n — Snl <e=3 (1.4)

Assim, a relac@o (1.4) contradiz a relagao (1.3) e, portanto, a série harménica nao pode ser convergente
e deve ser divergente.

11



Teorema 6: Caso especial da série geométrica
A série geométrica converge para a soma S = % se |r| < 1 e diverge para |r| > 1.

Devemos lembrar que a série geométrica assume a seguinte forma:
o0 oo
Zun: E ar" t=a4+ar+ar’+.. . +ar" 4. ..
n=1 n=1

Nesse contexto a soma de sequéncias parciais assume a seguinte forma:

Sp=a(l4+r4+r>+.. . +r"h

Usando a identidade: (1 —7") = (1 —7)(1+7+ 72+ ... +r""!) podemos deduzir facilmente a seguinte
forma matematica de S,:

a(l—r™)
Sp=——" se r#1
Prova: Para |r| < 1 temos o seguinte:
. . a(l—r"))
lim Sn _ lim ( = _ e L g__a
n — oo n — 0o 1—r (1—r)
e, portanto, a série é convergente.
. : . lim r’ .
Na prova anterior foi assumido que " — o0 = 0 para |r| < 1 que na verdade teria que ser provado.
. . . lim 0
Assim, para r = 0 verificamos facilmente que " — o0 = 0. Por outro lado, para 0 < |r| < 1 devemos

provar que o limite também é zero.

Para todo € > 0 existe um ntiimero N > 0 tal que para um n inteiro e se n > N entao temos seguinte:

Lne
Ln |r|

" =0l <e=|r"|<e=Lnlr|"<Lne=nLn|r|<Lne=n>

porque Ln |r| < 0. Portanto, se N = LLn”|;|

entao o limite da sequéncia é zero.

A prova deve ser terminada provando que para |r| > 1 a série é divergente. Essa prova nao é realizado
neste trabalho.

Exemplo 17: Representar a dizima periddica 0,333... como uma fragdo comum.

A seguinte relacao é valida:

3 3 3 3
0,333... = —+ —+ —+ ...+ —+...

10 * 100 * 1000 et 107 -

A relacao anterior é uma série geométrica com a = % er = %. Como |r| = %0 < 1 pelo Teorema 6 a
série geométrica converge para S:
3
a 10 3/10 1 1
l—r 1-4 9/10 3 3
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1.5. Quatro teoremas sobre séries infinitas

Nesta secao apresentamos quatro teoremas usados para provar a convergéncia de séries infinitas de termos
constantes.

Teorema 7: A convergéncia de uma série infinita nao se altera se mudamos um nimero finito de termos.

[o.¢] o
Se E ap € E b, s@o duas séries infinitas que diferem somente nos m primeiros termos, isto é, se a = by
n=1 n=1

para k > m entao ambas séries convergem ou divergem.

[e.9] o0
Prova: Sejam {s, } e {t,} as sequéncias das somas parciais das séries E ap e E by, respectivamente. Entao:
n=1 n=1

Sp=0a1+az+ a3+ ...+ 0n+amr1 +aAma2+ ... +ap

tn=b1+ba+b3+ ...+ by +bni1 +bp2+...+0by

Como ay = b, para k > m entdo se n > m temos seguinte:

sn—tn:(a1+a2+a3+...+am)—(b1+b2+63+...+bm):>sn—tn:sm—tm (1.5)

.y lim Sn lim tn . - .
Queremos provar que os limites existem ou ambos nao existem.

e
— 00 n — oo

lim
ist tanto, de (1.5) t :
= Supor que " — o exista e, portanto, de (1.5) temos
Sp =ty + (Sm — tm) (1.6)
lim S lim t
Assi "= " —t
S L n — 0o + (5m — tm)
. - . . lim tn . lim Sn .
Entao, da relacao anterior concluimos que se existe = deve existir e
n — o0 n — o0
ambos convergem.
lim tn - . lim Sn .
= Supor que nao exista mas exista.
n — oo n — oo
De (1.5) temos:
tn = Sn+ (tm — Sm) (1.7)

Como o limite de s, existe entao da relagao anterior temos seguinte:

lim tn lim Sn,

= + (tm - Sm)
n — 00 n — 0o
lim t . _ . o, . . lim t
e, portanto, " também deve existir contradizendo a hipétese inicial. Assim, "
— 00 n — 00
A . lim Sno_~ - " :
nao existe e também nao deve existir e ambas séries devem ser divergentes.
n — 00

13



o0 [e.9]

Exemplo 18: Determine se a seguinte série Z Uy = Z — ¢é convergente ou divergente:

n=1 n:12n

ii—§+§+§+i+i+ +3—|— (1.8)
o2 4 8 16 32 72w '

Por outro lado, a série geométrica com r = % e a = 3 assume a seguinte forma:

e = 3 3 3 3 3 3 3

n—1

= = — + — 1.
z::ar st =3 Tt tet gttt T (1.9)

Entretanto (1.8) pode ser representada da seguinte forma:

= 3 3 3 3 3 3 3
— =0 —+ = — 1.10
2:212” +2+4+8+16+32+ +2”+ ( )

Assim, (1.9) e (1.10) diferem apenas no primeiro termo. Como a série geométrica é convergente entao
pelo Teorema 7 a série infinita (1.10) (que é a mesma série (1.8)) também é convergente.

A série geométrica converge para S1 = 1. = 3 = 6. Portanto a série em anélise converge para So em

r 1—1
que S1 =3+ 5, = S5, =3.

2

Teorema 8: A convergéncia de uma série infinita ndo muda se for multiplicada por uma constante.

Seja ¢ uma constante nao nula. Nesse contexto:

o0 oo
1. Se a série infinita E uy, for convergente com soma S entao a série E ¢ u, também é convergente com
n=1 n=1
soma S, =c S.
o0 oo
2. Se a série infinita E uy, for divergente entao a série E ¢ u, também é divergente.

n=1 n=1

Teorema 9: Generalizagao da propriedade de somas finitas:
oo oo

Se E an € E b, sdo séries infinitas convergentes com somas S e R, respectivamente, entao:
n=1 n=1

o0
E ap + by) é uma série convergente e sua soma é S, = S + R.

o0

E ) é uma série convergente e sua soma é S, = S — R.

Teorema 10: Pode ser usado para provar a divergéncia de uma série:

o o0 o
Se a série infinita E an € convergente e a série infinita E b, é divergente entao a série E (an + bn)

serd divergente.
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o0
Observagao: Se ambas séries sao divergentes entao a série g (an + by) pode ser convergente ou divergente.

n=1

= /1 1
Exemplo 19: Verificar se a série Z (n + 1
n=1

) ¢é divergente.

Usando o Teorema 10 podemos verificar que a série em andlise é divergente porque a série harmonica
o o0
1 . . . 1
( ¢é divergente e a série geométrica on1 coma=1er= % € convergente.
E o E -
n=1

n=1

1.6. Séries infinitas de termos positivos

Se todos os termos de uma série infinita sao positivos entao a sequéncia de somas parciais deve ser
crescente (mondtona). Assim, a série infinita é convergente se a sequéncia de somas parciais tiver limitante
superior ja que tem limitante inferior e é mondtona. Para esse tipo de séries existem alguns teoremas
especificos para provar a convergéncia dessas séries.

Teorema 11: Convergéncia de séries infinitas de termos constantes e positivos:

Uma série infinita de termos constantes é convergente < a sequéncia de somas parciais tiver uma
limitante superior.

Teorema 12: Teorema do teste da comparagao:

oo
Seja Z u, uma série de termos positivos. Nesse contexto:
n=1
o]
1. Se Z v, € uma série de termos positivos e convergente e se u,, < v, para todo n inteiro positivo entao
n=1
o
Z u, é convergente.
n=1
oo
2. Se Z wy, é uma série de termos positivos e divergente e se u,, > w, para todo n inteiro positivo entao
n=1
o
Z u, € divergente.
n=1

Prova: Provamos cada item separadamente.

oo
1. Seja {s,} a sequéncia de somas parciais da série E un, e {t,} a sequéncia de somas parciais da

n=1
oo (e.o]
série Z Up. Como Zvn é convergente entao {t,} tem uma limitante superior (Teorema 11) que
=1 n=1

n—= =
chamaremos B. Como u, < v, para todo n inteiro e positivo entao s, < t, < B para todo inteiro e

oo
positivo. Assim, B é uma limitante superior da sequéncia {s,}. Como os termos da série E Uy, SAO
n=1
o
todos positivos entao E Uy € convergente pelo Teorema 11.
n=1

15



(0.) (0.) (e.)
2. Supor que E uy, seja convergente. Portanto, as séries E Uy € E wy, sao séries infinitas de termos
n=1 n=1 n=1

positivos e w, < u, para todo n inteiro e positivo. Assim, pelo item 1 desta prova concluimos que a
(o] o0

série g wy, é convergente o que contradiz a hipdtese de que essa série é divergente e, portanto, E Uy,

n=1 n=1
é uma série infinita divergente.

o0
Exemplo 20: Determine se a série E —- é convergente ou divergente.

n=1

Usaremos o Teorema 12 (Teste da comparagao) para verificar se a série é convergente ou divergente. A
série apresenta a seguinte forma:

§1—1+1+1+ F
pr 14027 7 opn T

1. Tentando usar a parte 2 do Teorema 12:

Sabemos que a série harmoénica é divergente:

Se n% > % for verdadeiro = a série é divergente. Assim, pretendemos saber se a seguinte relagao

é verdadeira:

1 1 <1><1> (1) 1
— > = (=) (=)... (=) ==

Se n > 1 a relagao anterior nao é verdadeira e, portanto, nenhuma conclusao pode ser obtida.

2. Tentando usar a parte 1 do Teorema 12:
[e.9]
Sabemos que uma série geométrica da forma Z a r"~1 para |r| < 1 é convergente. Escolhemos a = 1
n=1
er= % para encontrar a seguinte série:

i<1>"—1_i< 1 )—1+1+1+1+ P
2 S\t 1 2 48 T el Y

n=1

Se nin < 271%1 for verdadeiro = a série é convergente. Assim, pretendemos saber se a seguinte relagao

CO0-0=00-0)

Podemos verificar facilmente que para n > 1 a relacdo anterior é verdadeira e, portanto, a série em
analise é convergente.
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Exemplo 21: Determine se a série Z \f é convergente ou divergente.

Usaremos o Teorema 12 (Teste da comparagao) para verificar se a série é convergente ou divergente. A
série apresenta a seguinte forma:

> 1
Py

EH
_l_
Sl
_|_
+
-
+

Sabemos que a série harmonica é divergente:

1
ZE—I+§+§+...+ 4+ ...
n=1

Se ﬁ > % for verdadeiro = a série é divergente. Assim, pretendemos saber se a seguinte relacdo

é verdadeira:
72 () (7)

A relagao anterior é verdadeira porque (

) < 1 para n inteiro e positivo e, portanto, a série em anélise
é divergente.

%\

Teorema 13: Teorema do teste da comparacao com limite:

o

Sejam E Uy € E vy, duas séries infinitas de termos positivos. Nesse contexto:
n=1 n=1
. Un,
lim - .. :
1. Se vp = c > 0 entao ambas séries convergem ou ambas divergem.
n — 0o
. Up,
lim & o=
2. Se v, =0ese E v, converge entao E Up CcOnvVerge.
n — oo n=1 n=1
. Un,
lim > . o .
3. Se Up = 00 € se E vy, diverge entao E uy, diverge.
n — oo n=1 n=1
3n+1

Exemplo 22: Determine se a série Z é convergente ou divergente.

2m2+5

Usaremos o Teorema 13 (Teste da comparagao com limite) para verificar se a série é convergente ou
divergente. Usamos a série harmoénica que é divergente para comparagao. Assim temos seguinte:

1 n+1
Un = — Uy = ————
" n " o245
3n+1 2 1
lim lim L0 lim s’ n lim 3+g 3
Up = L = 2n2 +5 = 24+ 2 ==->0
n n 2
n— o n — oo n — oo n — oo
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Portanto, como ¢ = % > 0 entao a série em andlise é divergente ja que a série harmonica é divergente
(item 1 do Teorema 13).

Observagao: O Teorema 13 nao tem resposta sobre convergéncia quando v, representa uma série divergente
e o limite da relacao entre u, e v, é igual a zero. A mesma coisa acontece quando v, representa uma série
convergente e a relagdo entre u, e v, é igual a infinito. Em outras palavras, nesse tipo de casos, o teorema
13 nao é aplicavel.

Exemplo 23: Tentativa fracassada:

o o0
. . 1 : . . 1
SabendO que a serie geOmetrlC& E on 1 (§ COHVergente tente Verlﬁcar se a série harmonica E — € Ccon-
- n
n=1 n=1

vergente.

Usaremos o Teorema 13 (Teste da comparacao com limite) para verificar se a série é convergente ou
divergente. Usamos a série geométrica convergente, mencionada anteriormente, para comparacao. Assim
temos seguinte:

1 2 1
BT T ™
U 1 2n
lim — lim - lim <>
n — oo N — 00 n — oo

Usando a Regra de L’Hopital temos seguinte:

. Up, . 2m ) 2"In 2
llm - lzm -_— lzm (>
Un = 2n 2 = 0

n — oo n — oo n — oo

Portanto, na relagao anterior nao temos nada conclusivo e devemos encontrar outras estratégias para
provar que a série harmonica é divergente. Também ao aplicar a Regra de L’Hopital usamos a seguinte
propriedade da derivada: D,[a"] = a“Ln a D,u.

Teorema 14: Reagrupamento de termos de uma série convergente:
o0
Se Z uy é uma série convergente de termos positivos entao seus termos podem ser reagrupados de
n=1
qualquer maneira e a nova série resultante é convergente e com a mesma soma da série original.
Teorema 15: Rearranjamento de termos de uma série convergente:
o0
Se Z Uy €é uma série convergente de termos positivos entao a ordem dos termos podem ser rearranjados
n=1
e a nova série resultante também é convergente e com a mesma soma da série original.
Observagao: Para usar os teoremas relacionados com o teste de comparacao de uma forma eficiente pre-
cisamos conhecer as propriedades de convergéncia ou divergéncia de algumas séries que podem ser usadas
como séries tipo padrao para essa finalidade. As séries mais usadas nesse caso sao as seguintes:

oo
1. Série harmonica: E — que é divergente.

n=1
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o
2. Série geométrica: g a ™1 que é convergente para |r| < 1 e converge para S = 1% Para |[r| > 1 a
n=1
série geométrica é divergente.

o0
3. Série hiperharmonica: Z — que é convergente para p > 1 e divergente para p < 1.

n=1

1.7. O teste da integral para uma série infinita de termos positivos

O teste da integral é um dos teoremas mais importantes para verificar a convergéncia ou divergéncia de
séries infinitas de termos positivos. O teorema estd baseado na teoria de integrais impréprias. O teorema
geralmente é muito eficiente desde que as hipéteses exigidas pelo teorema sejam cumpridas e, logicamente,
¢é aplicavel apenas a séries infinitas de termos positivos.

Teorema 16: O teste da integral:

Seja f(x) uma fungao continua, decrescente e com valores positivos para todo x > 1. Nesse contexto, a
série infinita:

if(”):f(1)+f(2)+-..+f(n)+...
n=1

b
o0 .
é convergente se a integral impropria / f(x)dx existe e é divergente se lem /1 f(z) dz = 00
n=1 b— oo

Exemplo 24: Aplicacao do teste da integral (Teorema 16):

o
Verificar se a série harmonica E — ¢é convergente ou divergente.

n=1

Para usar o Teorema 16 (teste da integral) temos o seguinte: f(x) = % Podemos verificar facilmente que
f(x) é continua, decrescente e assume valores positivos para todo > 1 e, portanto, satisfaz as hipteses do
Teorema 16 além de ser uma série infinita de termos positivos. Assim, temos seguinte:

b bd
[~ lim /f(x) dr _ lim o lim [Ln:r]li
1 1 b— o
b— b—
I_ lim Ln b CIml— lim Ln b ~ e
b— b—

Portanto, a série harmonica é divergente.

Observagao: Deve-se observar que quando pretendemos usar o teste da integral (Teorema 16) inicialmente
devemos ter a precaugao de verificar as hipoteses ( f(x) deve ser continua, decrescente e com valores posi-
tivos). Também, se a série infinita comega com n = k em vez de n = 1 entao mudamos o teste da integral

para / f(x) dx para a série infinita Z f(n).
k

n==k
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1.8. Convergéncia de séries alternadas

Existe um teorema especializado para provar a convergéncia de séries alternadas. Para apresentar o
teorema precisamos definir uma série alternada.

Definicao 10: Se a, > 0 para todo inteiro positivo entdo as seguintes séries sao chamadas de séries
alternadas infinitas:

oo
Z(—l)"+1an =a1—as+az3—ag+ ...+ (—1)”+1an + ... (1.11)
n=1
(o]
Z(—l)”an =—a;+ay—az+as+...+(=D)"a, + ... (1.12)
n=1

Teorema 17: Teste de convergéncia de séries alternadas:

[e.9]

Considere a série alternada Z(—l)”“an
n=1
[e.@]
( ou a série alternada Z(—l)”an ) onde ap, > 0 e ap41 < a, para todo inteiro positivo entdo se
n=1
lim an,
n — 0o

= () = a série alternada é convergente.

Exemplo 25: Aplicacao do Teorema 17 (Teorema de séries alternadas).

oo
3
Verificar se a série Z(—l)”?

n é convergente ou divergente.
n

n=1
Verificamos inicialmente as hipéteses do Teorema 17. Temos que a, = nziﬂ > 0 para todo n inteiro
positivo e também:

3
B O Ny S (I I P

Finalmente, verificamos o limite de a,,:

lim an lim (ngiﬂ) —0

n— 00 n — 00

e, portanto, a série alternada é convergente.

1.9. Convergéncia absoluta e condicional: O teste da razao e o teste da
raiz
Nesta secao apresentamos dois dos teoremas mais usados para provar a convergéncia de séries infinitas

de termos constantes. Assim, iniciamos com a definicdo de que se todos os termos de uma série infinita sao
substituidos pelos seus valores absolutos e a nova série resultante é convergente entao a série dada é chamada

de absolutamente convergente.
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o0 [e.o]

Definigao 11: A série infinita E uy, € absolutamente convergente se a série E |uy,| é convergente. Uma série
B n=1 n=1
que é convergente, mas nao absolutamente convergente, é chamada de série condicionalmente convergente.

Teorema 18: Sobre séries absolutamente convergentes:

[e.9] o0 o0

Se a série infinita E uy, é absolutamente convergente entao essa série é convergente e | E up| < E [tn

n=1 n=1 n=1

Teorema 19: O teste da razao:

oo
Seja Z u, uma série infinita com u,, nao nulo. Nesse contexto:
n=1
lim Un+1
1. Se u, | =L < 1= a série é absolutamente convergente.
n — oo
. Unp+1 . Un+1
lim i lim a Lo
2. Se u, | =L >1ouse u, | = 0o =—> a série é divergente.
n — oo n — oo
. Un+41
lim ~ ~ . - .
3. Se u, | = 1= nenhuma conclusao em relacao a convergéncia da série pode ser obtida.
n — o0
Exemplo 26: Determinar se a série Z(—l)"Qn 7 ¢ convergente ou divergente.
n=1

Tentamos usar o Teorema 19 (o teste da razao) e assim temos seguinte:

! (n+1)!
n! n !
— n _ n+1
up = (=1) on+1 Un+1 = (=1) on+2
(=" (1)1
. Un+1 . =L _ nt1 ! . n+1
lim nt lim — 22— lim ‘—%) lim < )
un = on+1 = : = 2 =00
n — 0o n — 0o n—0o0 n — oo
e, portanto, a série é divergente.
Teorema 20: O teste da raiz:
oo
Seja Z Uy, uma série infinita com u, nao nulo. Nesse contexto:
n=1
lim YALTI L
1. Se = L < 1 = a série é absolutamente convergente.
n — oo

2. Se tim V [tn] =L>1ouse tim V [ = 00 = a série ¢é divergente.

n — oo n— oo
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lim VAL ~ ~ N , . .
3. Se [unl - 1 = nenhuma conclusao em relacao a convergéncia da série pode ser obtida.
n — oo

Observagao: O teste da razao é mais facil de ser aplicado. Se a série tem elementos tais como fatoriais
entao o teste da razao é o mais adequado. Se a série tem elementos tais como poténcias entdao o teste da raiz

pode ser o mais adequado.

1 .
— é convergente ou divergente.

o0
Exemplo 27: Determine se a série Z(—l)”m

n=1

Tentamos usar o Teorema 20 (o teste da raiz) e assim temos o seguinte:

CUn L aimflml o ()T i (5) g

Uy =

e, portanto, a série é convergente.
oo 3n
Exemplo 28: Determinar se a série Z(—l)”“—' é convergente ou divergente.
n

n=1

Tentamos usar o Teorema 19 (o teste da razao) e assim temos seguinte:

3" 3ntl 3"3
e = (—1 n+1% U —(—1 n+2_ < — (_ n+2 <Y
n= U w1 = (1) (n+1)! (=1) (n+ 1)n!
(—1)nt23n3
. Un+1 . (i Dnl ; 3
l'Lm Un ‘ _ l’l,m Fl;’;llﬁ _ lZm (m) _ 0
n— oo n — 0o n — oo

e, portanto, a série é convergente.

1.10. Resumo sobre testes de convergéncia de séries infinitas

A seguir é mostrada a ordem mais adequada dos teoremas para verificar a convergéncia ou divergéncia
de séries infinitas de termos constantes. Assim, para um problema dado, devemos tentar usar os teoremas
na ordem indicada. Se um teorema nao se aplica ou nao leva a uma conclusao definitiva entao devemos usar

a seguinte.

1. Se a série é mondtona entao veja se é facil encontrar a forma matematica de s, a soma de sequéncias
parciais relacionada com a série. Se for possivel entao encontre s,, e verifique se tem limite. Se s, tem
limite entao a série é convergente e, em caso contrario, a série é divergente.

lim lim - e -
2. Calcule Up. Se upn # 0 entéo a série diverge. Em outro caso nenhuma conclusao pode
— 00 n — oo

ser tirada.

3. Examine a série para determinar se ela faz parte de algum dos tipos especiais:
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oo
a) Uma série geométrica: Za r"~1. Ela converge para S = 1% se |r| < 1 e diverge para r > 1.
n=1
[e.9]
b) Uma série p ou hiperharmoénica: Zﬁ sendo p uma constante. Ela converge se p > 1 e diverge
i=1

sep < 1.
(0.9} o
¢) Uma série alternada: Z (—=1)""a, ou Z (—1)"a,. Aplique o teste de séries alternadas. Se a,, > 0
n=1 n=1
- o lim ay, - .
€ ap41 < ap para todo n inteiro positivo e = 0 entao a série alternada converge.
n — oo
[e.9]
4. Tente o teste da razao: Seja Zun uma série infinita com w,, nao nulo. Entao:
n=1
lim Unt1 ~ L
a) Se -1l = L < 1 entao a série é absolutamente convergente.
n—oo | Un
lim lim ~ fe g
b) Se i = [ > 1 ou se Ll = oo entdo a série é divergente.
n—oo | Un n—oo | Un
lim Uni1 . .
c) Se —£21 = 1 nenhuma conclusao pode ser obtida.
n— oo | Un
o
5. Tente o teste da raiz: Seja Zun uma série infinita com u, nao nulo. Entao:
n=1
lim ~ L
a) Se Y]un| = L < 1 entao a série é absolutamente convergente.
n — oo

li li < (e
b) Se Ty |un| = L > 1 ou se U |un| = 0o entdo a série é divergente.

n — 0o n — 00
lim ~ .
c) Se {/|up| = 1 nenhuma conclusao pode ser obtida.
n — oo

6. Tente o teste da integral: seja f uma funcéo continua decrescente e com valores positivos para todo

[e.o]
x> 1. Entéo a série infinita > _ f(n) = f(1) + f(2)+ f(3) +...+ f(n) +... é convergente se a integral

n=1

. PRI A : . 1 lim b
imprépria / f(x)dx existe e serd divergente se / f(x)dx = o0
1 b — X J1

o
7. Tente o teste de comparacgao: seja E Uy, uma série de termos positivos:

n=1

o

a) Se E vp, € uma série convergente de termos positivos ja conhecida e u,, < v, para todo inteiro n

n=1
)

positivo entao E uy, é convergente.
n=1
(o]
b) Se g wy, € uma série divergente de termos positivos ja conhecida e u,, > w, para todo inteiro n

n=1
)

positivo entao Z“" ¢é divergente.

n=1

23



o0 [e.e]
8. Tente o teste de comparacao com limite: sejam E Uy € E vy, duas séries de termos positivos:

n=1 n=1
lim w - L. . .
a) Se %) = ¢ > 0 entao ambas séries convergem ou divergem conjuntamente.
n— oo \U»
. o o0
lim w -
b) Se o) =(ese E v, converge entao E Uy, converge.
n— 00 \Un
n=1 n=1
. oo [e.9]
lim u . ~ .
c) Se in) = o0 e se E vy, diverge entao E uy, diverge.
n— 00 \Un

n=1 n=1

1.11. Problemas propostos

1. Nos seguintes problemas, escrever os 4 primeiros termos da sequéncia e determinar se ela é convergente
ou divergente e, caso seja convergente, encontre seu limite.

w {3} o) o) ()

L 1
() {42} 0 {sen ()} @ {7hs)
2. Nos seguintes problemas, provar que a sequéncia tem o limite L mostrado.
4 . _ 8 . _ 2n2 . — 2
(a) {anl}’ L=0. (b) {271,13}’ L =4 (C) {5ng+1}’ L—g
3. Mostre que a sequéncia {n 23} e {n"—il} divergem porém a sequéncia {—23 — n’f4} é convergente.

4. Nos seguintes problemas, determine se a sequéncia é crescente, decrescente ou nao-monédtona:
3n—1 1 5n
@{#mn) o {cslinn)}  © {F]
5. Nos seguintes problemas, encontre os 4 primeiros elementos da sequéncia de somas parciais {s,} e
encontre uma féormula para encontrar s, em termos de n:

(2) Z(Qn— 1)(2n + 1) (b) ;(3n+1)(3n—2) Z ”n+1 @ > 5

n=1 n=1 n=1

6. Nos seguintes problemas, determine se a série é convergente ou divergente. Se for convergente, deter-

mine a soma:
o0

(a) i2n+1 O <2>” i ( > @ i( Pyt 3
—3n+2 — \3 n — 2n
n=1 n=1 =1 n=1
e) iC’os(mr) (f) i L ii ii
n=1 n:ln +2 n:l2 n:12
R YA L3 2
O (5ta)  OX(m3)
7. Nos seguintes problemas, determine se a série é convergente ou divergente.
— b — —_ d - -
W g OX(n)  ©Xgnty @y
o = n > Lnn
);(TL—FQ)! ();5n2+3 Z \/nzi ()n;f“g
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8. Use o teste da integral para determinar se a série é convergente ou divergente:

= 1 > 1
a E b E —
()n:12n+1 ( )n:1(3”+5)2

2n+3

(c) nZ::l (n? 4 3n)?

9. Determine se a série dada é convergente ou divergente'

00 Lnn [e ] 1 +1 1 00 1
- n _1 n_—
S5 wEmm ofora wEors
- n 1 = np1 M > n !
© Xm0 XN (g) ;( D"
o 1 o0 [e’) n
h _qyn+1_ - n+1
(k) nz::l< ) n(n + 2) Z: n+1) (0) nz::Z( ) Lnn
S n® +1 = 1 > 3
k -1 n 1 -1 nt+tl - 1 nt+l9
( )nZI( ) < - ) ();( ) ) (m) T;( )
10. Determine se as segulntes séries sao convergentes ou divergentes
(a‘) ZnQ—?—ﬁn Z 2n+1)3 C) ZCOS (2713’7_1) (d) 3+Sgnn
n=1 n=1 n=1 n=1
e n)?2 e e n e _1\n+1
(e) 15211))' NETES (8) 21(_1) Lng (h) Z:I(li)\/ﬁ
n=2 n= n=1 n=0
= o Cos n - = n+2)>2
(m) 1+22nn Z (O) Z 2”+éenn (p) Z ((n+3))!
n=1 n=1 n=1 n=1
- nn? = n_52ntl — n—-1__1
(r) n:o(_l) 5 7;) " Ty () ;(—1 —5 (v)
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