Capitulo 2

Séries de Poténcias

2.1. Introducao

Série de poténcias é uma série infinita de termos varidveis. Assim, a teoria desenvolvida para séries
infinitas de termos constantes pode ser estendida para a andlise de convergéncia de séries de poténcias.
As séries de poténcias podem ser usadas em vérias aplicagdoes como encontrar aproximacoes de numeros
irracionais tais como /2, m, e, etc., para encontrar valores aproximados de integrais que nao podem ser

1/2 1
integrados de forma analitica tais como / e Pdte / Cos(v/z)dt, etc. e, principalmente, na resolucao de
0 0

equacoes diferenciais que seria a aplicagdo mais importante do ponto de vista da engenharia elétrica.

2.2. Séries de poténcias

Defini¢ao 1: Uma série de poténcias em (z — a) é uma série da forma:

Cotecilr—a)+ez—a)+.. . Fealz—a)" +... (2.1)
o0
que é representada de forma esquemética por Z en(z —a)”
n=o

Um caso especial acontece quando a = 0. Nesse caso temos uma série de poténcias em x da seguinte
forma:

o0
chx":co+clm+02x2+...Jrcn:v”Jr... (2.2)

n=o

Neste caso analisamos apenas as séries de poténcias da forma (2.2) mas essa teoria pode ser usada para
analisar (2.1) apenas fazendo a transformacao x = T — a. O tdpico de interesse é encontrar os valores de x
para os quais a série de poténcias (2.2) converge. Assim, podemos considerar as séries de poténcias como a
seguinte funcao:

f(z) = i cpx” (2.3)



que tem como dominio todos os valores de = para os quais (2.2) converge. Em geral, séries de poténcias do
tipo (2.2) podem convergir apenas para x = 0, para valores de x de um intervalo especificado ou para todos
os valores de .
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Exemplo 1: Encontrar os valores de x para os quais a série de poténcias Z — ¢ convergente.
n=o 3
Usamos o teste da razao e, portanto, temos o seguinte:
n " (n+ Dzt (n+1)a"x
T B T N T
I lim = _ lim 30 _lim 55(37:)‘ _lim % ((n: ))
= U, = - =
n — 00 n — 00 n—00 n—00

De acordo com o teste da razao, a série anterior é convergente se L < 1. Assim, temos:

_ 2| tim (M) |z]

L n :?<1:>|x\<3

3 n— oo

Adicionalmente, usamos o teste da razao para provar que a série é divergente para L > 1, isto é, para
|x| > 3. Entretanto, para L = 1 (que equivale a || = 3) o teste da razao nao apresenta prova conclusiva. Em
outras palavras, para L = 1, o teste da razao nao pode ser usado para provar a convergéncia de uma série.
Assim, precisamos provar a convergéncia ou divergéncia da série para |x| = 3 usando outras estratégias.

o] _

ParaLzl:? l—2x=43

[o¢] o0
n 3"

X n "
-Parax:3z>z m :Z 0 :Zn
n—=o n

n=o =0

Nesse caso a série é claramente divergente e pode ser verificado usando a propriedade:

lim U, ltm n
= = X0
n — oo n — 00

que prova que a série é divergente.

[eS) n ) _3)n )
» Parax = -3 = Z nBi = n(3n) = Z(—l)”n

n=o n=o n=o

Nesse caso a série também é divergente e pode ser verificado usando a propriedade:

lim up _ lim ((=1)™n) ~ too
n — 0o . n— 00 a

que prova que a série é divergente.

Portanto, a série em andlise converge apenas para o intervalo aberto (—3, 3).

0o 2n—1
. - N z ,
Exemplo 2: Encontrar os valores de x para os quais a série de poténcias E (—1)7”rl ﬁ é convergente.
n—1)!
n=1



Usamos o teste da razao e, portanto, temos o seguinte:

2n—1
Un = (—1)n+17(926n71)!

n x2n+271 n C6277,71272 n x2n71x2
unt1 = (=" Gy = G (DG = CDED" g et

u 71)12(71)n+112n—1 9
. +1 . 2t 1) (2n) (2n—1)! : (==
lim - lim (2n+1)(Zn)Qn 1 lim
L - Unp, = (_1)(271—?)! = 2n(2n+1) I
N — 50 h oo n — oo
lim ey ) = [22](0) =0 < 1
I = |.CI}2| 2n(2n+1)

n— oo

A relacao anterior mostra que L < 1 para todo valor de x e, portanto, a série é convergente para todo
valor de = tal que z € (—o00,00). Este problema mostra um tipo especial de série que converge para todos
os valores de .

o
Exemplo 3: Encontrar os valores de x para os quais a série de poténcias Z n! z™ é convergente.
n=o
Usamos o teste da razao e, portanto, temos o seguinte:
up =n!z" Upp1 = (n+ D!z =nl 2" (n+ 1)z
lim Intl lim nlz®(ntl)e lim |(n+1)x| lim (n+1)
L = Un — nl ™ — — |x‘
n — 00 n — 00 n— 00 n— 00

Na relagao anterior, se x = 0 entdao L = 0 < 1 e, portanto, a série é convergente para x = 0. Para x # 0
entao L = 0o e nesse caso a série é divergente. Este problema mostra um tipo especial de série que converge
apenas para x = 0.

Oservagao: Para verificar o intervalo de convergéncia de uma série de poténcias dos problemas deste
capitulo vamos usar o teste da razao ou o teste da raiz que permite encontrar o intervalo de convergéncia
mas, adicionalmente, nesse caso devemos usar outros teoremas do capitulo de séries infinitas com termos
constantes para verificar a convergéncia nos extremos do intervalo de convergéncia como foi realizado no
exemplo 1.

Teorema 1: Sobre convergéncia de séries de poténcias:

[e.e]

Se a série de poténcias E cpx™ é convergente para x = x1 com 1 # 0 entdo ela é obsolutamente
n=o
convergente para todos os valores de x para os quais |z| < xj.

Teorema 2: Sobre divergéncia de séries de poténcias:

e}

Se a série de poténcias E cpx” é divergente para x = xo entdo ela é divergente para todos os valores de
n=o
x para os quais |z| > za.

Teorema 3: Sobre convergéncia de séries de poténcias:



[e.@]
Seja E cpx™ uma série de poténcias. Nesse contexto, apenas uma e somente uma das seguintes afirmacgoes

n=o
é verdadeira:
1. A série converge somente para x = 0.

2. A série é absolutamente convergente para todos os valores de z.

3. Existe um ntimero R > 0 tal que a série é absolutamente convergente para todos os valores de = para
os quais |x| < R e, a série é divergente para todos os valores de x para os quais || > R.

Observagoes: As seguintes observagoes sao importantes em relagao ao Teorema 3:

» O Teorema 3 nao diz nada em relagdo a convergéncia em |z| = R.

= O conjunto de valores de = para os quais a série de poténcias é convergente é chamado de intervalo de
convergéncia da série de poténcias.

= Se uma série de poténcias é convergente para valores de |x| < R com R > 0 entdo R é chamado de
raio de convergéncia.

s O teste da razao é o teorema mais adequado para determinar o intervalo de convergéncia. Entretanto,
o teste da razao nao responde sobre a convergéncia nas extremidades do intervalo de convergéncia.
Se uma série de poténcias é absolutamente convergente em uma extremidade entao é absolutamente
convergente em ambas extremidades.

» Uma série de poténcias define uma funcao que tem como dominio o intervalo de convergéncia.

» Existem séries de poténcias para os quais nao é simples determinar a convergéncia ou divergéncia nos
extremos do intervalo de convergéncia.

2.3. Derivacgao de séries de poténcias

oo
Sabemos que uma série de poténcias E cpx” define uma funcdo cujo dominio é o intervalo de con-

n=o
vergéncia. Nesse contexto, um topico importante é analisar as caracteristicas de convergéncia das séries

obtidas derivando uma série de poténcias com intervalo de convergéncia conhecido.

Teorema 4: A derivada de uma série de poténcias tem o mesmo raio de convergéncia:

oo o0
Se E cpx” é uma série de poténcias com um raio de convergéncia R > 0 entdo a série E n e
n=o n=1

também tem R como raio de convergéncia.

8
3

o0
Exemplo 4: Verificar o Teorema 4 para a série de poténcias f(x) = Z

n2
n=1 n

Usamos o teste da razao para encontrar o raio de convergéncia da série original:

n+1

X
T T 12



] Un+1 (n+1)2 pntlp2 . n2
I_ lim el B lim o _ lim CESNEED lim T
n — 0o " n — oo n — oo
n — oo
lim z| | =t
L= 2] i+ =z <1

n — oo
Assim, o raio de convergéncia é R = 1.
A derivada da série original assume a seguinte forma:

, 0 nxnfl 0 xnfl

fla)=3 —a—=>—
n=1 n=1

Usamos também o teste da razao para encontrar o raio de convergéncia da derivada da série original:

xn—l "
Up = Un+1 =
n (n+1)
xn
. Un+1 . (n+1) . x"n . n
I lim ‘Tn _ lim | ltm x”_l(n+1)’ _lim ’x—nH
n — oo " n — 0o n — 0o
n — 00
/ lim (L>
L =|z| ntl) =zl <1
n — 00
. . ~ . 7 / . . . ~ . 7’ .
Assim, o raio de convergéncia é R = 1. Portanto, foi verificado que o raio de convergéncia da série
) M

originalf(x) é a mesma da série obtida da derivada de f(z). Em resumo, o exemplo confirma o Teorema
4 que afirma que f(z) e f/ (z) tem o mesmo raio de convergéncia. Entretanto, o Teorema 4 nao diz nada
em relagdao a convergéncia nos extremos do raio de convergéncia, isto é, se existe alguma relacao entre a
convergéncia de f(z) nos extremos do raio de convergéncia e a convergéncia de f (z) nos extremos do raio
de convergéncia. O Teorema 4 é valido para as sucessivas derivadas de f(z).

Teorema 5: Generalizagao do Teorema 4:

o0 [e.9]
Se o raio de convergéncia da série E cnz™ é R > 0 entao o raio de convergéncia da série E n(n —1) ¢,z 2
n=o n=2

também tem R como raio de convergéncia. O Teorema 5 pode ser estendido para todas as derivadas da série
original.

Teorema 6: Uma série e suas derivadas tem o mesmo intervalo de convergéncia aberto:

o0

Seja E cpz” uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0. Entao se f(z) é uma funcao

n=o

oo
definida por f(x) = Z cnx™ entdo existe f (z) para todo x do intervalo de convergéncia (—R, R) sendo

n=o

dado por: f'(z) = Z n ezt
n=1



~ . ~ . 7 /
Observagao: O Teorema 6 prova que o intervalo de convergéncia aberto é o mesmo para f(x) e f (x)
mas nao prova que a convergéncia seja a mesma para os extremos do intervalo de convergéncia. Em outras
palavras, a convergéncia pode ser diferente nos extremos do intervalo de convergéncia.

Exemplo 5: Encontrando o intervalo de convergéncia:

0 n+1
Seja f(x) = Z &71)2 Nesse contexto: (a) encontre o dominio de f(z); (b) encontre f (z) e o dominio
n
n=o
correspondente.

» Encontramos o dominio de f(x) usando o teste da razao:

T T "
Up = u =
" (nt1) T 22 T (n+2)2
n+1
Z €T 2
. Un 1 . (n+2)2 . n+1 . n242n+1
Lo lim S lim ‘ (Irfng _ lim x (n+2) = |z| lim <n2+4n+4) = |z|
n — 00 " — o0 " n — 00 n — 00

Para convergéncia L = |z| < 1 e, portanto, existe convergéncia para |z| < 1 =z € (—1,1).

Para terminar a andlise de f(x) devemos avaliar a convergéncia nos extremos do intervalo de con-
vergéncia. Para £ = 1 temos o seguinte:

i —1+1+1+i+ I —ii
n—|—1 4 9 16 (n+1)2 77 n?

n—=o

A relagdo anterior é uma série hiper-harmoénica com p = 2 e, portanto, é uma série convergente.
Alternativamente, também podemos usar o Teste da integral da seguinte forma:

[ttt = [ [ ] () 1

1—1—3:)2 14z, n — oo 2

que também prova que f(x) é convergente em x = 1.

Para x = —1 temos o seguinte:

o0
. ) ) 1
que é uma série convergente porque é absolutamente convergente ja que foi provado que E W
n
n=o
é convergente. Também podemos provar a convergéncia da série anterior usando o Teorema para séries

alternadas da seguinte forma:

. . 1 . 1
lim an _ lim (W) _ lim <m) —0
n— 00 n — 00 n — 00
que também prova que f(x) é convergente em x = —1. Assim, foi provado que a série converge nos

extremos do intervalo de convergéncia e, portanto, o dominio de f(z) é o intervalo [—1,1].



Z. 3 / . ’ .
= Encontramos o dominio de f (x) ignorando, pela iltima vez, o Teorema 6:

A forma matematica de f'(x) pode ser obtida de f(x) e assume a seguinte forma:

f()_ +I2+LIZ‘3+.’IT4+ N $n+1 N _i In+1
S R T S A N Ve
n=0
2 3 n oo n
’ X X X X i
14ty =
F=t+gt+tgt+gtto7+ ;nﬂ

ou melhor diretamente da relagao genérica mas verificando o limite inferior (Ver Teorema 6).
Usando o teste da razao temos o seguinte:
z" "t xz"x

It T T 2) T et 2)

T T
lim Unt1 lim (nt2) lim ‘x"—“ lim ("—H)
L = Un = (nz+1) = n+2 — |z‘| n+2 = |:[j|
n — 00 " — oo n — 00 n — 00

Para convergéncia L = |z| < 1 e, portanto, existe convergéncia para |z| < 1 =z € (—1,1).

Para terminar a andlise de f () devemos avaliar a convergéncia nos extremos do intervalo de con-
vergéncia.
> 1
Para x = 1 temos a série m que é uma série harmonica e, portanto, representa uma série
n=o

divergente. Podemos também usar o Teste da integral da seguinte forma:

/loog(x)dm:/loo dz =[Ln(l+2)| = Lim Ln(1+z) —Inl=o00

(1+2x) n — 00

que também prova que [ (z) é divergente em z = 1.

o (1"
Para x = —1 temos o seguinte: Z
o (n+1)

que é uma série alternada. Usando o Teorema para séries alternadas temos o seguinte:

lim an _ lim (ﬁ) —0

n—o0 n — 00

’ , . . ;.

que prova que f (z) é convergente em x = —1. Assim, foi provado que a série converge em um dos
. z . / 7 .

extremos e diverge no outro extremo. Portanto, o dominio de f (z) é o intervalo [—1,1).

Em resumo, o exemplo 5 que foi propositalmente desenvolvida de forma excessivamente detalhada, mostra
que uma série de poténcias e a série obtida derivando essa série apresentam o mesmo raio de convergéncia
e, portanto, tem o mesmo intervalo aberto de convergéncia (—R, R) mas nos extremos do intervalo de
convergéncia podem apresentar caracteristicas de convergéncia diferentes. Assim, por exemplo, no exemplo



5 a série original converge nos dois extremos do intervalo de convergéncia mas a derivada diverge no extremo

r=1.
o0 n
x
Exemplo 6: Provar que e* = Z — bara todo valor de .
— n!

. . — " -
Inicialmente verificamos que E — converge para todo x usando o teste da razao.
n!

n=o

n+1 n

x x "z
U = —_— U 1 prnd =
"ol T i+ 1) (n+Dn!
. Un+1 . (nz-l—la;n! . x . 1
I lim | lim ‘i‘ _ lim 1| 2| lim (TH) —0
n — 00 " — o0 n — 0o n — 0o

Assim, foi provado que a série converge para todos os valores de x e podemos escrever a relagdo:

. ~ ~ 7’ . /! .
A continuagao encontramos uma relagado matemética para f (x) da seguinte forma:

2 3 n oo n

x x x
f@):1+x+5?+gwa“+;ﬁ+“.:}:—f

~ . s /
Da relagao anterior encontramos a forma matematica de f (z):

2 3 n—1 n > _n

/ x X X x x
L
e T T I AT Ol

Das relagoes (2.5) e (2.6) encontramos o seguinte:

dy

£ @) =)= P =y

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Da relagao (2.5) e lembrando que a fungao que tem como derivada a prépria fun¢ao multiplicado por

um fator adicional é a fungao e” entao a solugao de (2.7) é o seguinte:

y=[fla)=0C ¢
Como f(0)=1=1=Ce"=C=1= f(z) =" =

n

f)=er =32

n!
= n!
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Exemplo 7: Mostre que y = x + Z — ¢ solucao da equagao diferencial —5 72 y —y+z=0.
A série de poténcias mostrada (que na verdade é igual a e®) é convergente para todo z e, portanto,
0 n
x
y=x+ Z - ¢é convergente para todos os valores de x. Encontramos as derivadas de y da seguinte forma:
n!
n=o

o dy Oonm”_l O gl >, "
y:%ZI-i-z_: = Zn_l —1+Z _1+ZH
n=1 = n=0
voodPy X (n—-1)an 2 & g2 2" X ah
y*@*Z (n—1)! *Z(n—z)!*;%*ZH
n=2 n=2 n= n=o

Agora substituimos y” e y na equacao diferencial:

o0 n

Zi

n!

+2=0=0=0

que prova que y ¢ uma solucao da equagao diferencial.

2.4. Integracao de séries de poténcias

As séries de poténcia também podem ser integradas e a nova série encontrada apds a integragao também
tem o mesmo raio de convergéncia da série original. Este tépico nao é analisado neste trabalho e apresentamos
apenas o Teorema 7 que relaciona uma série de poténcias e a integral dessa série.

Teorema 7: Sobre integragao de séries de poténcias:

oo
Seja Z cpz” uma série de poténcias cujo raio de convergéncia é R > 0. Entao se f(z) é uma fungao
n=o
definida pela relagao f(x Z cnx', ) é integravel em todo o subintervalo (—R, R) e podemos calcular

a integral de f( ) integrando termo a termo a série de poténcias dada, isto é, se x estd em (—R, R) entao

Cn-r . . . N . .
/ f(t)ydt = ) . Além disso, o raio de convergéncia da série resultante é R.

2.5. Série (de poténcias) de Taylor

Nesta secao analisamos dois tipos muito especiais de séries de poténcias, isto €, a série de poténcias de
Taylor e a série de poténcias de Maclaurin.

Seja f(x) uma funcao definida da seguinte forma:

= chx” =co+ 1z + cox® + e3x + e + . ez + .. (2.8)



com raio de convergéncia R > 0. Pelo Teorema 6 da existéncia de derivadas de séries de poténcias para o
intervalo (—R, R) sabemos que existem sucessivas derivadas de f(x). Assim, f(z) é infinitamente derivavel
no intervalo (—R, R). Dessa forma, algumas derivadas de (2.8) sao as seguintes:

f’(:c) = 1 +20x+3csz® +degrP + . A ne L (2.9)
fz) = 2co+ (2).(3) czz + (3). (4)0417 Ann—1) a4 (2.10)
fiz) = (2).3) s+ (2).(3).(4)eaz ... + n(n —1D)(n—2) cpz™ 3 4 ... (2.11)
foz) = (2).(3).(4)es...+nn—1)(n—2)(n—3) cuz™ 4 ... (2.12)

onde podemos verificar facilmente de que existem infinitas derivadas.

Em 2z = 0 as relagoes (2.8),(2.9),(2.10),(2.11)e (2.12) assumem a seguinte forma:
f(0) =co fl () =c F1(0) = 2¢2 F7(0) = (2).(3) e3 F7°(0) = (2)-(3).(4) e =

Q) J7(0) f7(0)
9! @~y “=

w=f0)  a=f(0) o=

Assim, podemos generalizar e encontrar uma relagdo para cy:

A
- (2.13)
Portanto, (2.8) assume a seguinte forma:
: fzz 0 fzu 0 f(n) 0) ., 0 f(n) 0
ch:v 0) + f(0)x + 2(!)3:2+ 3!( )x3+...+ n!( )x +...:Z n'() (2.14)

A série de poténcias (2.14) é chamada de série (de poténcias) de Maclaurin.

A série (2.14) pode ser generalizada em (x — a). Assim, consideremos a funcdo f(x) da seguinte forma:

o0

Z (x—a)"=co+c(z—a)+e(r—a’+az—a)’+eaz—a)+.. . fe(r—a)"+... (2.15)

Se o raio de convergéncia dessa série é R > 0 entao f(z) é infinitamente derivédvel no intervalo (a— R, a+R).
Dessa forma, as derivadas de (2.15) assumem a seguinte forma:

) = c1+2c(r—a)+ 3cs(x — ) +4C4($—a)3+ +ncn(1‘—a)"_1—|-,,_
¥) = 200+ (2) exa - a) + (3 A)eslx - )P ..+ n(n— 1) enle — )P+ .

) = (2).3) ez +(2). ( ).(4)ca(z —a).. +n(n—1)(n—2) enla —a)" 3 ...

) = (6)-@er... +n(n— 1o —2)(n—3) cule — ) ..

10



Para x = a as relagoes (2.15),(2.16),(2.17),(2.18)e (2.19) assumem a seguinte forma:

fla) = co=co= f(a)
fia) = 01:>01:fi(9)
fila) = 20— e =1

Fia) = (2).(3) c3 => c3 =

3!
12
; a
[a) = (2).(3).(4) ca = ¢4 = / 4(' )
Assim, podemos generalizar e encontrar uma relacao para cp:
f"(a)
e =— (2.20)
Portanto, (2.15) assume a seguinte forma:
oo
ch rt—a)"=c+c(z—a)+e(r—a)l+es(z—a)P+ealz—a)+.. +ea(z—a)"+...
n=o

icn (- a)" f(a)—i—fi(a)(yc—a)—l—fl;(!a)(x—a)Q—i—fzz;!(a)(:c—a)3+...+fl(!a)(x—a)"—i-...
00 ) (n)a
Z (x —a)" Z_: ! n'( )(:r—a)” (2.21)

A série de poténcias (2.21) é chamada de série (de poténcias) de Taylor. A figura 1 mostra o intervalo
de convergéncia da série de Taylor para |z — a| < R.

a—R a x a+ R

( | | AY
\ Y

Figura 2.1: Intervalo de convergéncia da série de Taylor

Exemplo 8: Encontre a série de Maclaurin para f(x) = sen x

A forma geral da série de Maclaurin assume a seguinte forma:

> r(n)(Q

n!

f(z) =sen x =

n=o

11



Assim, os termos da série assumem a seguinte forma:

fO(z) = f(z)=senz= f0)=0

fiz) = cosz= f{(0)=1

fi(z) = —senz= f0)=0
fi(z) = —cosx = f"(0)=—1
fz) = senzx= f¥0)=0

fi(x) = cosx= f'(0)=1

fz) = —senz= f"(0)=0
fUx) = —cosx = f""(0)=—1
) = senx = fU(0) =0

Substituindo na relagdo geral temos o seguinte:

I3 .735 567 l‘g o x2n+1

f(w):senx::c—y—i-ﬁ—ﬁ—i—a—i—...:Z(—l)”m

! n=o

Exemplo 9: Encontre a série de Taylor para f(z) = sen z em a

A forma geral da série de Taylor assume a seguinte forma:

x £(n)(q
f(z)=senx = / '()( —a)"
n!
n=o
Da relagao anterior temos o seguinte:
(x —a)? (r —a)? (x —a)
senwzsena—i—cosa(ac—a)—senaT—cosaT—i-senaT—l-

Pode-se verificar que a relagao anterior se transforma na série de Maclaurin quando a = 0.
Exemplo 10: Encontre a série de Maclaurin para f(z) = e

A forma geral da série de Maclaurin assume a seguinte forma:

(n)
100,

n

fa)=e" =3
Neste caso temos o seguinte:
fz)=e" = () =" = f"(0)=e’ =1

A relagao anterior mostra que todas as derivadas sdo iguais a e e essas derivadas em x = 0 valem 1.
Assim, temos o seguinte:
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00 2 3 4 n X .n
™0 ) x* oz x x

x
flz)=e nE:o o ot gttt n§:o py

Exemplo 11: Encontre a série de Maclaurin para f(x) = cos

A forma geral da série de Maclaurin assume a seguinte forma:

f(x) =cosx = i f(tz(o)

Assim, os termos da série assumem a seguinte forma:

fOz) = f(z)=cosz= fO0)=1
fiz) = —senx= f'(0)=0
fz) = —cosx= f"0)=—1
fx) = senz= f"0)=0
fz) = cosz= f0)=1

Substituindo na relagdo geral temos o seguinte:

2 4 6 8 o 2n

e A -
f(x):cosle—?—i-g—ﬁ—kg—i- Z(—l) @)l

n=o

2.6. Representagao adequada de uma fungao pela série de poténcias

Existe ainda um tépico adicional delicado e importante. Pretende-se saber se uma fungao que é represen-
tada por uma série de Taylor em x —a e com raio de convergéncia R > 0 é representada adequadamente pela
série de poténcias para todos os valores de z no intervalo (a— R, a+ R). Em outras palavras, queremos provar
se uma série de poténcias realmente representa uma fun¢ao f(z) no dominio representado pelo intervalo de
convergéncia da série de poténcias. Essa questao pode ser verificada usando o Teorema 8.

Teorema 8: Usado para verificar se uma série de poténcias representa adequadamente uma fungao f(x):

Seja f(x) uma fungao derivédvel, assim como todas as derivadas (supor que f(x) é infinitamente de-
rivavel) em algum intervalo (a — R,a + R). Entao essa fungao pode ser representada por sua série de Taylor
(o]
Z f (n)(a)

n!

(r — a)"™ para todo x tal que |[x — a] < R <=

n=o

lim R, () lim w( —a

= (n+1)!
n— o0 n — 0o

n+1
e

onde cada &, estd entre x e a. A relagao:
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(n+1)
Bnle) = f(n + (15)7) -

é chamado de resto. Assim, f(z) = P, + R,(z) em que P, é o polinémio de Taylor de grau n de f(z) em a.

Exemplo 12: Provar que a série de Maclaurin do exemplo 8 representa de forma adequada a funcao
f(z) = e"para todos os valores de z (lembrando que o intervalo de convergéncia da série é (—o0, x0)).
S n
x
Sabemos que f(z) = e* = Z — converge para (—00,00).
n!
n=o
Queremos saber se a série de Maclaurin representa f(z) = e” para qualquer valor de = desse intervalo
de convergéncia. Assim temos o seguinte:

(n+1) (¢,
Ruo) = L8001 s como - f0@) = = 10 = f —
Ry(z) = %IE"H para &, que estd entre 0 e z.

Pretendemos provar que: =0:

n — o0

Existem trés casos: (1) z >0, (2) 2 <0, e (3) z = 0.

1. Sex > 0:
0<& < :>5<1’:0<7€£n il
x esn e x x
" (n+1)! (n+1)!
. IE"+1 . LL’ xn+1 .
Sabemos que tim ) — ) — lim (6 (n+1)!> -0 — lim Ry (x) —0
n — 00 n — 0o n — 0o

2. Se x < O:

r<& <0=0<e <1

~ +1 én +1 n+1 l'lm Rn(x) o
Entaose 2" >0 = 0< (neH)!:E” < 7@“)! — " o0 =0
Se 2"l < 0 = (fl’f:)! < efz_f’{;l <0=
. pntl .
Como o lim () =0 = lim Rn(z) _ 0
n — 0o n — oo

3. Sex =0:

Nesse caso a soma da série é igual a 1 que equivale a e? = 1 e, portanto, a série representa e® para
todos os valores de .

+1
- . _ o lim A . g
Obsevagao: Na prova anterior usamos a relagao: (n+D!' = 0 como sendo valida porque ja sabemos
n — 00
o0 :L,nJrl
que a série Z ——— é convergente.
= (n+1)!

Na Tabela 1 é apresentada a série de Maclaurin das fun¢des mais simples e valida para todos os valores
de x.
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Tabela 1: Série de Maclaurin de fungoes matematicas simples

o) n

x
= =lhr bt
n=0 """
o0 2n+1
(_1)nxn 3 5 7
Senz =3 oy~ W E oW
n=0 :
o0 2
(71)’”1”” 2 4 6
Cosxzz:owzl—%-f—%—%!—l—...
n=
© m?n—‘rl
Senhw=2m=x+§+g+%+...
n=0 :
0o x2n 22 4 26
COShz:Z(Qny:l"_i"‘j'i"@-i-...
n=0 :

2.7. Resolucao de equacoes diferenciais usando séries de poténcias

Uma das principais aplicagoes das séries de poténcia acontece na resolugao de equacoes diferenciais com
coeficientes varidveis. Assim, apresentamos de forma resumida esse tipo de aplicacao.

Seja a equacao diferencial:

"

a(t)y" (1) + b(t)y (t) + c(t)y(t) = 0 (2.22)

em que a(t) # 0 para a <t < (3 e a(t), b(t) e c(t) sdo polinomios.

E razoével supor que a solugao seja um polinomio y(t) com coeficientes desconhecidos. Assim, apds substi-
tuir y(t) e as derivadas em (2.22) podemos encontrar o valor dos coeficientes desconhecidos. Adicionalmente,
se encontramos duas solugoes y1(t) e y2(t) com a forma polinomial mencionada e com Wy (t),y2(t)] # 0
(sendo W o Wronskiano) entao qualquer solugao pode ser escrita na forma geral y(t) = c1y1(t) + cay2(t) e,
portanto, o problema se reduz a encontrar as duas solucoes yi(t) e ya(t).

Exemplo 13: Resolver a seguinte equagao diferencial:
(L+2)y" (6) + 3ty (t) +y(t) =0
Vamos supor que a solugao da equagao diferencial assume a seguinte forma polinomial:
y(t) = ap + art + agt® + ast® + agt* + ...+ ant" + ...

Assim, as derivadas dessa suposta solucao sdo as seguintes:

/

y(t)=a1 +2ast +3azt> +4ast® + ... Fnat" 4. ..

"

y () =2as+(2).(3) azt + (3).(4) ast®> + ... +n(n—1) apt" >+ ...+ (n+2)(n + 1) apiot" + ...
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Substituindo as relagoes anteriores na equacao diferencial temos o seguinte:
(1+t)[2a2+ (2).3) ast + (3).(4) ast®> + ... +n(n— 1) apt" 2+ ...+ (n+2)(n+ 1) apiat™ +...]+
3tlay +2 ast +3 ast? +4 ast3 + ...+ nat" 4. ]+ Jao +art +ast? +aztd Fagtt +.. . Fant"+..] =0
[2a2 + ao) + [a1 + 3a1 + (3).(2).a3]t + [az + (3).(2).a2 + 2a2 + (4).(3).a4]t?> + ...

[an +3n an+ (n+2)(n+ 1)aps2 +n(n — ayjt" +... =0

Todos os coeficientes devem ser iguais a zero. Particularmente, para o coeficiente de t" temos o seguinte:
an+3na, + (n+2)(n+1)aps2 +n(n—1)a, =0
[1+3n+n2—nan + [(n+2)(n + 1)]ane =0
%+ 2n 4+ 1a, + (n+2)(n + Danio =0 = (n+ 1)(n+ Da, + (n 4+ 1)(n + 2)ay12 = 0 =

_ (n+1)
an+2__(n+2)

an

A relacao anterior é chamada de férmula de recorréncia ou equacao de diferencas. Nessa relagao, podemos
encontrar todos os valores de a,, se sdo conhecidos a, e aj. Assim, podemos encontrar duas solugoes y (t)
e y2(t) escolhendo em cada caso um par de valores para a, e a;. Portanto, geramos uma relagao para y; (t)
usando os valores de a, = 1 € a; = 0 e também geramos uma relacdo para y2(t) usando os valores de a, = 0
e a; = 1 da seguinte forma:

» Gerando y;(f) coma, =1ea; =0:

Neste caso, todos os coeficientes impares, isto é, ai,as, as, ... sdo nulos porque a; = 0. Para os coefi-
cientes pares temos o seguinte:

ol v 3 (W) 5 (1.3
T2 T T TR0 T T6M T T (2).4.0)
(1).(3).(5) (2n —1) (=1)™(1).(3).(5)....(2n — 1)

n(t) = (-)" e (2.23)

» Gerando y2(t) com a, =0 e a; = 1:
Neste caso, todos os coeficientes pares sao nulos. Para os coeficientes impares temos o seguinte:
2 2 4 (2).(4) 6 (2).(4).(6)

a3:—§a1:—§ a5:—5a3:— a7:—?a5:—




(2).(4).(6). ... (2n) 97

.00 et D VB ey

agn+1 = (—1)" (

2+l (2.24)

Portanto, a solucao geral assume a seguinte forma:

y(t) = ey (t) + caya(t)

e os valores dos coeficientes ¢ e ¢ sdo encontrados das condigoes iniciais ou das condigoes de contorno (duas
condigoes iniciais).

2.8. Problemas propostos

1. Determine o intervalo de convergéncia das seguintes séries de poténcia:

o (o] oo o 5
(&) )5 (b) D7 () D5 (d) D "¢
n=0 n=0 n=0 n=0
o0 o0 (o] ) o 3yn
() Y 2g (f) Y 5 () Y (-t (h) YL
n=1 n=1 n=1 n=0
o0 5 o0 (o] oo 422
(i) p_zw(@—1)" () 2 am &) D terD (m) Y 5%
n=1 n=1 n=1 n=1
2. Determine o raio de convergéncia e o dominio de f(z) e f (z):
(o] o0 o 9 (o) 1)71,
@Y% mYE ©Xan (@Y e
n=1 n=1 n=0 n=1
3. Encontre a série de Maclaurin para sen’z e para cos’z. Sugestdo: use as identidades:

sen’z = L(1 — cos 2z) e cos’x = (1 + cos 2x).

4. Encontre os trés primeiros termos nao nulos da série de Maclaurin para tg x. Use o resultado para

encontrar os trés primeiros termos nao nulos da série de Maclaurin para sec’z.

5. Encontre a série de Maclaurin para a funcao coseno derivando a série de Maclaurin para a funcao
seno. Também encontre a série de Maclaurin para a fungao seno derivando a série da fungao coseno.

(0]
s 2n+1
6. Prove que a série E , (%) representa o senh x para todos os valores de .
n=0

oo
, . 2n
7. Prove que a série E ((én)') representa o cosh x para todos os valores de x.
n=0
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