Capitulo 2 — Sinais e Espectros

Sinais elétricos de comunicacdo sdo quantidades varidveis no tempo, tais como tensao e corrente.

Sinal v(t) no dominio do tempo;
Variavel independente = t.

Embora o sinal exista fisicamente no dominio do tempo, também pode ser representado no dominio
da frequéncia.

Espectro = descricao do sinal, consistindo de componentes senoidais em varias frequéncias.

Espectro V(f) no dominio da frequéncia;
Variavel independente = f.

2.1 Espectro de Linhas e Série de Fourier
Regime permanente senoidal — senoide eterna: —eo <t < +oo,
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Figure 2.1-1 A sinusoidal waveform v(t) = A cos (wgt +d¢).

v(r) = Acos (0t + ¢) (1)

A = amplitude ou valor de pico, volts ou amperes;
, = frequéncia angular, rad/s;
¢ = angulo de fase, graus ou rad.




Figure 2.1-1 A sinusoidal waveform v(t) = A cos (wot +¢).

O termo ¢ representa o fato de que o pico foi deslocado da origem do tempo e ocorre em t = —@/®,:

V(t = —i) = Acos[a)0 (_;(Dj + 4 =AcosO0=A

0 0

e assim, o cosseno esta adiantado de ¢ radianos.

Quando t=0: V(t=0)=A cos¢
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Figure 2.1-1 A sinusoidal waveform v{t] = A cos |wgt +¢).
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A funcgio V(1) se repete no tempo com periodo de repetigio: T, =—

0

V(t+T,) = Acos[a, (t+T,) + @] = Acos[aw,t + &, %+ o]
= Acos[apt + @+ 2] = Acos[w,t + @] = V(1)

Definicao - frequéncia ciclica (ciclos/s ou Hz):

A2 wy
hE—=— 2
=T T 2 (2)

Nenhum sinal W(t) ¢ eterno, contudo, este ¢ um modelo razoavel para formas de ondas senoidais
que duram um longo tempo t comparado com o periodo T,,.




Fasores e Espectro de Linhas:

A analise de circuitos AC em regime permanente depende da hipotese de sendide eterna.

Teorema de Euler:

e’ = cos@ * jsinb

operador real de

Para 6= a,t+¢: /
Acos (wyt + ¢) = ARe [/ 9]
= Re [Ae®e/]

Fasor girante - trés parametros especificam completamente um fasor:

amplitude: A
angulo de fase: ¢
frequéncia rotacional: @,.

(3)

(4)

V(t) =Acos (wyt + ¢) = ARe [/ 9]

-

= Re{ Aete )

(4)

Fasor girante (forma polar): V = Ael’e!', w, =2r f, , segmento orientado no plano complexo

e com rotac¢do no sentido anti-horario.

Espectro de linhas (unilateral): t
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A projecdo do fasor sobre o eixo real permite recuperar V(t).

V(t)

H
s Real axis

(continua...)




v(t)= Acos (wyt + ¢p) = A Rej_e’““" 2 n

Re{Acke T
Fasor girante (forma polar): V = Ae’e'®, @, =2rx f0 , segmento orientado no plano complexo ¢
com rotac¢ao no sentido anti-horario.

Espectro de linhas (unilateral):

fasor girante
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Figure 2.1-2 Representations of A cos (@wgt + ¢): (a) phasor diagram; (b) line spectrum.

A projecdo do fasor sobre o eixo real permite recuperar V(t).

O conceito de fasor girante pode se tornar muito util quando estendido ao caso de sinais mais
complicados, como nas modula¢des AM, SSB, FM; em interferéncia, ruido, etc.

Convencoes:
i) A variavel independente é f (em vez de w)
Uma dada frequéncia especifica (particular) ¢ denotada por subscrito: f,, f,, etc.

ii) Angulos de fase sdo medidos com relagdo a fung¢do cosseno, i.e., em relacdo ao eixo real positivo
do diagrama fasorial.

Se, inicialmente, for usado o seno, este precisa ser convertido em cosseno:

sin wt = cos (wt — 90°) (5)
iii) Considera-se a amplitude como sendo sempre positiva.

Quando o sinal negativo aparecer, deve ser absorvido pela fase:

—Acos wt = Acos (wt = 180°) (6)




w(t) =7 — 10 cos (407t — 60°) + 4 sin 1207 ¢

Exemplo: L .
P ... série de Fourier

w(t) = T cos 270t + 10 cos (2720¢ + 120°) + 4 cos (27760¢ — 90°)

A superposicao de sendides com diferentes frequéncias e fases pode dar origem a uma forma de onda
ndo senoidal, embora periddica. W
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Figure 2.1-3

Espectro de linhas bilateral:

Propriedade: Re[z] = 5(z+ z*) , zcomplexo

Portanto, se z = A& entdo 7+ = Ae /e St
freq. pos. freq. neg.

No exemplo:  V(t) =Re[z]= A cos (wyt + ¢) = Bl et + ) ¢St g St 7

Fasores conjugados: diregcdes de rotacdes opostas (frequéncias negativas)
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Figure 2.1-4 () Conjugate phasors; (b] two-sided spectrum.

A soma das projecdes dos fasores sobre o eixo real permite recuperar V(t).




A soma das projecdes dos fasores sobre o eixo real permite recuperar X(t).

X(1) = B¢os(2"pi"0.125"t + pif3)
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Amplitude 2 Simetria par
espectro de linhas bilateral

]
2 |
[
- 60 -2

0
Fase

-120°

rm
.

2 —

=)
=

I 120° Simetria impar

r

-90°

Figure 2.1-5

O espectro de amplitudes, em qualquer versdo (unilateral ou bilateral), traz mais informagdes do
que o espectro de fases.

Ambas as partes sdo necessarias para definir a fun¢ao no dominio do tempo, mas o espectro de
amplitudes por si so informa quais freqiiéncias estdo presentes e em qual proporgao.




Sinais periddicos e Poténcia média:

Senoides e fasores sdo membros da classe geral de sinais periddicos:
v(t = mly) = v(o) -0 < t< > (8)

sendo minteiro e T, ¢ o periodo fundamental.

v(f)

-To 0' T 270 [

Deslocando-se o sinal por um numero inteiro de periodos, para a esquerda ou direita, mantém-se a
forma de onda inalterada.

Um sinal periddico € completamente descrito especificando-se seu comportamento ao longo de
qualquer periodo.

A representacdo no dominio da frequéncia, de um sinal periodico V(t) qualquer, é um espectro de
linhas obtido a partir da série de Fourier.

Pergunta: o que significa poténcia média? I\

A expansdo em série de Fourier exige que o sinal periddico V(t) tenha uma poténcia média finita.

Definicao: valor médio (average value) ao longo de todos os tempos:
1 i
) = ]i ) ] 9
(v(6)) }L[_l_l 7] pt(!) dt 9)
Operagoes: Integrar V(t) para obter a area sob a curva entre —T/2 <t <+T/2;
Dividir a area pela duragdo do intervalo de tempo T,
Fazer T—eo para englobar todos os tempos.

Se v(t) for periddico:

l [
v(1) dt (10)
f E] T ( )

l c i+ T
(v()) = T J v(f) dt = -

ou seja, a operagdo se resume a média ao longo de qualquer intervalo de duracdo T,,.

O valor médio pode ser positivo, negativo ou nulo.




Se V(1) for a tensdo através de uma resisténcia, sera produzida uma corrente i(t)=v(t)/R.
A poténcia média sera o valor médio da poténcia instantanea p(t)=v(t)i(t):
v(0i() = v*()/R = RF()

Se nao for sabido, a principio, se o sinal é de tensdo ou de corrente, ¢ adequado normalizar a poténcia
assumindo-se que R=1 Q: | p(t) = V3(t) ou p(t) = i2(t)| .

Poténcia média (average power) de um sinal periddico arbitrario (V ou i):
FAA | 9 1 . 2
P= {w(dfF) =- w(e)f? dt (1)
E] T
uma grandeza real, ndo negativa e medida em watts.
Obs: |V(t)|2 =Vv(t)v*(t), sev(t) for complexo
V(D) =V (1), sew(t) for real

Quando a integral (2.1-11) existe e gera 0 < P < +oo, 0 sinal V(1) é dito ser um sinal de poténcia
periodico.

A maioria dos sinais periddicos praticos caem dentro desta categoria.

Algumas médias de sinais podem ser determinadas por inspe¢do, usando a interpretacdo fisica de
média.

No caso do sinal senoidal: ~ v(t) = Acos (@, + ¢)

vl

Figure 2.1-1 A sinusoidal waveform v{t) = A cos (wgt +d).

deduz-se que (imaginar mentalmente o desenho do grafico de |V(t)]*):
A
(v(®) =0 P=~ (12)

o

to+T

o1 s 1V MM4cos2(at+9) ], A
Obs: P=— [ [Acos(@,t+9)] dt=— [.[A =

to




Série de Fourier:

Corresponde a decomposicao de sinais peridodicos em somas de sendides em diferentes frequéncias.
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Figure 2.1-5 Série de Fourier rigonométrica
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Série de Fourier exponencial (ou complexa):
Seja V(t) um sinal de poténcia com periodo T =1/f,.

Sua expansdo em série de Fourier exponencial ¢ (equacdo de sintese):

v(t) = Z ¢, e n=01,2,... (13)
Os coeficientes™ da série estdo relacionados com V(t) através de (equacao de andlise):
1 o
o J v(f)e 2™ bt g (14)
7;' ?I-I

ou seja, C, corresponde & média do produto: v(7) g lomakt

Em geral, os coeficientes C, sdo complexos (podem ser representados na forma polar):

&8 G

(‘H = (1!]

na qual “argC,” representa o angulo de C,, .

*A dedugdo destas expressdes pode ser encontrada em:
* Lathi, B.P., & Ding, Z., Sistemas de Comunicagdes Analdgicas e Digitais Modernos, 4°. Edi¢do, LTC, 2012.
* Higuti, R. T. & Kitano, C., Sinais e Sistemas, Apostila, Unesp, Ilha Solteira, 2003.




Interpretacio:

v(t) = D, celtmA n=20,12,... (13)

n==—o

Expansao de um sinal periddico em uma soma infinita de fasores girantes, cujo n-ésimo termo é:
7 farg ¢, J2mn
c, gl ht — |(,“‘ & ||,,f,,€;£ n ft
ou seja, fasores com amplitudes |C,| e angulo [argC,has frequéncias nf, {= 0, =f,, £2f,, ...}.

Portanto, o grafico no dominio da frequéncia ¢ um espectro bilateral definido pelos coeficientes
da série.

Enfatiza-se a representagdo espectral, empregando-se:

{(”‘{[‘]) A c, = |cn(nf0)| ejargc(nfo)

tal que: |c(nfy)]  representa o espectro de amplitudes em fungdo de f,
e, arg c(nfy) representa o espectro de fases.

0

3| o * 4

Propriedades espectrais de sinais de poténcias periodicos:

c, = A J v(t)e it (14) «
%

C

i) Todas as frequéncias sdo multiplos inteiros (ou harménicas) da frequéncia fundamental f=1/T, (as
linhas espectrais tém espacamento uniforme).

ii) A componente DC ¢ igual ao valor médio do sinal, pois, para n=0 em (2.1-14):

a0) = % J v(t) dt = (v(t)) (15)
0 g

iii) Se v(t) ¢ uma funcao real no tempo, entdo seu espectro exibe simetria hermitiana:

- 2 = ¥ = | —jarg c, 16
substituir n por —n em (2.1-14) “=n Ch ’ |( ”! e conjugar (%) (16aq)

7 \

~N
-
Ve \

1 3 v
Portanto, |f‘(_”ﬂi)| = |(‘(”fl‘l)| e arg o —nf) = —arg (nk) (16b)

o espectro de amplitudes tem simetria par e o espectro de fases tem simetria impar.




Série de Fourier trigonométrica (espectro unilateral): )
espectro bilateral

o= Y, c.eP™% a=0,12.. (13)
N = espectro unilateral (174)
No caso de sinal real: v(t) =g + 2 2¢,| cos(2mnfyt + arg c,)
n=1
~ espectro unilateral (17b)
ou entdo: v(f) = ¢y + E [a, cos 2arnfyt + b, sin 2a nfgt]
n=1

Prova: . N :
(17a): ¢, ™0t = |c | @@ @e?™ it (para a soma em (2.1-13), com N positivos e negativos)

= ‘Cn‘ [cos(27mf,t +argc,) + jsin(2zmft +argc,)] (para +n e —n)

Mas:  |o(—nf)| = |co(nf)| e arg o(—nf) = —arg (k) L

Para n e -n ocorrem:
|Cn |COS(2ﬂ' nf,t+argc,)+|c_, |cos[27r(—n) f,t+argc  ]1= 2|Cn |cos(27mf0t +argc,)

5

‘Cn ‘ sin2z nf,t +argc,) + ‘C—n‘ sin[2zz(—n) f,t +argc ,]1=0

(17b): de (17a) vem

v(t)=c, + Z 2|Cn| [cos(2anf t) cos(argC,) —sen(2anf t)sen(argc, )]
n=1

c,| sen(argc,,)

|c,| cos(argc,) Re

a, = 2|Cn| cos(argc,)=2Re{c,} , b, = —2|Cn| sen(argC,) =—-2Im{c,}

Funcdes ortogonais:

x (17b)
u(t) = ¢ + E [a, cos 2mnfyt + b, sin 2anfyt]

n=1
As fungdes seno e cosseno representam um conjunto de fungdes ortogonais:

{cos(tfgt), cos(2fyt), cos(E3fyt), ..., sen(Efit), sen(22fyt), sen(£3fyt),...}

Fungdes v (1) e V(1) sdo ortogonais ao longo de um intervalo [t;,t,] se:
&

0 n#Fm
v.(Ho, (f)dt = onde K é constante.
,( {OVal ) {K n=nm

]

Exemplo: usando as propriedades trigonométricas: 2cosa x cosb = cos(ath) + cos(a—b) e
cos’a= (1+cos2a)/2, tem-se que
+Ty/2 +Ty/2 +Ty/2

Semzn: [ cos(2znfyt)xcos(2z mitdt == [cos[2z(n-+m) f,t]dt+ 1 [cos2z(n—m) ft]dt =0
~Tp/2 2—T0/2 2—TO/Z
+Ty/2 +Ty/2

Sem=n: [cos’2znf = | Lreos2C270fD] 4 _ 11
-To/2 —Ty/2 2

O mesmo se aplica a outras combinagdes envolvendo senos e cossenos. #




A funcio [sinc(

A integragdo para calcular ¢, frequentemente envolve a média do fasor:

T L. I—
Fio J P;_frr!r dt = (P,'r.r.f 7 P—_,r::”) (18)
T2

T JewfT

= ﬁ!_rsill afT

cujo resultado aparece com grande regularidade em analise espectral.

Devido a sua importancia, define-se:

. o sinaA
sinc A = (19)
A
onde A representa uma variavel independente.
Como se observa:
. _J1 A=0
SEA= N de— 83,49,
(provar que sinc 0 =1 !!)
sin X .
Obs: Fungdo amostragem  Sa(X) = = sincd = Sa(zd)
A Sin A
sinc A = (19)
TA
I A S
MEA=T0 A = 2L 22 .
sinc A
1.0
]./"‘\.u/-\ N A
5 = NS Y 5

Figure 2.1-6 The function sinc A = (sin wA)/mA.




Exemplo 2.1-1: Trem de pulsos retangulares (pulsos de amplitude A e duragio 7)

vl
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- ] = = } - t
T L-20Z% L n

Figure 2.1-7 Rectangular pulse frain.

A |4< /2

Dentro de um periodo: v(t) = Duty cycle= 7/T,
p (6) {0 > 7/2

Num intervalo —Ty/2 <t <+T/2, basta executar a integragdo de C, entre —7/2 <t <+7/2:

1 To/2 1 r7f2
Cy = [ v(f)e Pt dr = — J Ae i bt gy
;ri‘] J_T2 0 2

-1/

—_ A —jmn iy _ P--_,r'm: ﬂ,r)
—Jjemnky Ty

_ Asin il T (multiplicar e dividir por T) _
Trl ik S\

At | L ae=mmTT )
Portanto: c,=—-sincnfyt < (20)  (continua...)
0
1 A=0 BT .. e
sineA = {0 A=+l %2, .. %= SSERT v

Considere-se o caso particular 7/T,=f,7= ', ou seja, 1/7=4f, .\\

Sendo A= nf,7, ento, sincA =0 para A=nf,r=%1, %2, ..., isto é, f =nf0: +l/7,+2/7, ...
ou seja, para f=nf,=+4f, + 8f, ... ()

N . L.
: AhT  Bnyoltéria

ValOI' médiOZ C(O) = AdTO = Afo T= A/4 / A\ A Jfr'l,-lg-gi“(' Voo

(b)
Figure 2.1-8 Spectrum of rectangular pulse train with fr = 1/4. (a) Amplitude; (b) phase.




Reconstrucao do trem de pulsos a partir das componentes harménicas:

No caso particular 7/T,=f,z=1/4, ¢,(0) = c, = A4, ¢, = (A7/T,) sinc (nfy7)
(isto foi mostrado em seg¢des anteriores)

a,=|2¢,| cos(arg c,)= = 2 |(A7T,) sinc(nfy7)| = 2 (A/4) x |sinc (n/4)| =
p\»
Obs: até as 4 primeiras linhas c, tém-se arg C,=0

Série de Fourier unilateral: v(t) = ¢ + Z 2¢,| cos(2mnfyt + arg c,) (2.1-17a)
n=1

A V24 ™ A ™2 V2A "3
1 cos wy { + - cos 2wy t + cos Jwg t + -

T 3

Sum through
/ \( 3rd harmonic /\

- DC + fundamental e )

. P | !
/ -2 0 7/2 \\ = ///\_/ ?';. \.

Reconstrucio do trem de pulsos a partir das componentes harmonicas:

Sum through
" Tth harmonic
JAYFAY NN
\V |V
convergéncia
i A série sempre converge
no ponto médio.
Ve 8 ey o > o =Ny = 7
(b)
A Sum through
\ / 40th harmonic N /
Por que a série ndo
converge com exatidao
para todos os pontos
de v(t)?
AANA AP PAAA JI AAAA t
2 0 /2 To

(c)

Figure 2.1-9 Fourier-series reconstruction of a rectangular pulse frain.




Condic¢ao de convergéncia da série de Fourier:

Condicées de Dirichlet: se a funcdo periodica v(t) tem um ntimero finito de maximos, minimos ¢
descontinuidades por periodo, e, se V(t) ¢ absolutamente integravel [V(t) tem area finita por periodo],
entdo, a série de Fourier existe e converge uniformemente em toda por¢éo onde V(1) é continua.

Estas condig0es sdo suficientes mas ndo estritamente necessarias. (é possivel encontrar contra-exemplos)

Condicio alternativa: Se V(t) for quadraticamente integravel [ |V(t)]? tem area finita por periodo],
ou seja, se for um sinal de poténcia, a série converge na média*, tal que, se:
\

N \
vpl) = Z c, &7 ~— .
n=-=N \

entdo, : "’
lim | |v(6) — vp(0)* de = 0 Média (dividir por Tj)? Ver *
\

N—=nox A
T \
\

. . rqe r . . \ .
Ou seja, a diferenca quadratica média entre V(t) e a soma parcial Vy(t) d}asvanece quando mais

termos sdo incluidos. e -

4

* E indiferente dividir a tltima integral por T,, por causa da igualdade em zero.

Fenomeno de Gibbs:

A despeito de V(1) ser absoluta ou quadraticamente integravel, a série de Fourier exibe o fendmeno de
Gibbs nos pontos de descontinuidade.

0.094

To/2N

— convergéncia no ponto médio

Sinal verdadeiro )
-] Soma parcial

|’.||

Figure 2.1-10 Gibbs phenomenon at a step discontinuity.
Ocorre o fendmeno de Gibbs em torno da descontinuidade degrau em t=t,.
A soma parcial Vy(t) converge no ponto médio.

Em cada lado da descontinuidade, vy(t) apresenta overshoot oscilatorio com periodo igual a (T,/2N) e
valor de pico de aproximadamente 9% da altura do degrau, independentemente do valor de N.

Quando N—eo, as oscilagdes colapsam para spikes acima e abaixo da descontinuidade.




Teorema de Parseval (Marc-Antoine Parseval, 1755 a 1836):

O teorema de Parseval relaciona a poténcia média P de um sinal periddico V(t), qual seja,

1 . |
P=—J vf‘*'!fz—[vfu*r dt
T T“|()|'f ‘T“-?:.() (0

com seus coeficientes de Fourier:

X

X *
£?$(f) e { E (,”P_;Zrm ﬁ,IJ - E (,;‘r; P—_;Zﬁn ft
n==

==

~
Il

L = o Somatorio em N primeiro
_ v(t) 2 ck e ATkt | gt . prin
¥ . e integral em t depois

nN=—o

z 1 v()e i gt | c* Integral em t primeiro ‘
TI T e somatorio em N depois

(21)

2
|2
E CpCp = E ‘Cn|

nN=—ox N=—0C

A poténcia média pode ser determinada quadrando e somando os pesos das amplitudes das linhas
espectrais |C,|=|c(nf)|.

Conforme se observa, a soma
X (21)

P= S cd= 3 laf

n=—oc n=-—o

nio envolve o espectro de fases (arg C,).

Isto ¢ justificavel, lembrando-se que a série exponencial de Fourier expande V() como uma soma
de fasores:

W)= Y cefm¥ p=012,.. (13)

n=—ux

Verifica-se que a poténcia média de cada fasor é:

{lg e )= g’ (22)

2 . .
>= <(Cnelsz°t).(cneJZMf°t C c e/Zﬂ{ﬁ //Ot

CZ

n

Prova:
ej 27mnf,t

Pn=< n

L Icnc:dt =c,C, ij' dt=c.c, =
T, ! T, :

Cn ‘e_l argCy —

(arg c,, desaparece) #




Série de Fourier e transformada de Fourier:
Considere-se novamente a forma de onda retangular com periodo T, e duty cycle /T,

Mantendo-se T constante, aumenta-se o periodo: T,= 27, 47, 87, .... , até o infinito.
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No limite, quando T,—e, obtém-se um pulso retangular de largura 7.

m A sinal ndo periodico

-0
2

!

I‘-Jl-l

Os coeficientes da série de Fourier do sinal periddico sdo dados por (2.1-20):

Ar .
Gy = —-sinc nfy 7 (20)
I
da qual se obtém:

multiplicar por T, em ambos os lados e usar f,T,=1
c, =c(nf)) = Af,zsinc(nf,z) — T,e(nf,) = Az sinc(nf,7) = Azsinc(A)

L4 N
 )=nf.t )
sendo \@_PIO} ).

............................

............................

i) ParaT,=21— 1/7=2/T=2f, =

sincA=0 paral:z\;nfof,‘ =+1,12,..., ou, f=nf=*1/7,+2/7,..., ou, f=nf==2f, +4f,...

L

ii) Para T;= 41 — 1/1=4/T=4f) — sincA=0 para .... ... F=nfy=+4f, £8f ...

iii) Para T,=8t — 1/1=8/T,=8f, — sincA=0 para ... ... f=nf=£8f,, £16f,,...




i) ParaT,=2t— 1/1=2/T=2f, —

sinc A=0 para A=nf,7=%1, +2...., ou, f = nf=t1/7, £2/7,..., ou,

f=nf= £2f,, +4f,,...

Espectro (T,c,) x (f =nf):

T,c(nf,) = Az sinc(nf,7) = Azsinc( A1) Ty.c(nfy)
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Envoltoria

[ ]
[ ]

At

sincA=0 para f=2f,

L )

L ]
o
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i) ParaT,=4t— l/1=4/T,=4f, >

sinc A=0 para A=nf,7=%1, £2,..., ou, f =nf=t1/7, £2/7,..., ou, f=nf=14f, £8f,...

Obs: quando T, aumenta f, diminui de tamanho. Espectro (T,C,) x (f =nf,):

T,c(nf,) = Az sinc(nf,7) = Arsinc(A) To.e(nfo)

A envoltoria ndao se modifica

At

sinc?L=0 para f=4f,
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iii) ParaT,=8t— 1/1=8/T,=8f, >

sinc A=0 para A=nf,z=%1, £2,..., ou, f =nf=£1/7, £2/7,..., ou, f=nf==£8f,, £16f,,...

Obs: quando T, aumenta f, diminui de tamanho.

T,c(nf,) = Az sinc(nf,7) = Az sinc( 1)

Ty.c(nfy)

Nl"l

A envoltdria ndo se modifica
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Espectro (T,c,) x (f =nf):

sinch=0 para f=8f;

=‘I|||I" 'II|H||' 0\ '|””|I' "'I|||I"ﬁ%
fo

c, =c(nf,) = Af 7 sinc(nf,7) - T,c(nf,) = Az sinc(nf,7) = Arsinc(A4)

a) Considerando-se f uma variavel continua, a fungdo Azsinc(f7) ¢ a envoltoria do espectro de linhas,
sendo os coeficientes T,.C, as amostras desta envoltoria;

b) Para 1 fixo, a envoltoria ndo depende de T;

¢) A medida que se aumenta T, as amostras ficam mais proximas entre si e os coeficientes T,.c(nf,) se

aproximam da envoltoria.

d) No limite, quando T,—ee, 0 produto T,.c(nf,)
correspondera a envoltoria.

e) Quando T,—eo, ocorre f,—0 e o espectro

torna-se continuo.

Observe que: Ty—oo, causa f,—0 e C, = Af 7 sinc(nf,7) —0.

Porém, T,.c(nfy) resulta finito!!

Resulta na envoltoria!

Ty.c(nfy)

envoltoria

ll, J“

At

sincA=0 para f=8f;
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Caso geral: sinal ndo periodico X(t) de duragdo finita [X(t)=0 para [t}>T,]

x(1)

- 0 +T) t

A partir de X(t) constroi-se um sinal periddico X(t), com periodo T, tal que, dentro de um periodo
T2 St<+Ty/2, ocorre X,() = X(1).

.\.'p{ ! }

N /\/\

o -T2 O 2To

Ou seja, X(t) ¢ composto de copias de X(t) a cada T,

Tem-se ainda: Tlim X,(t) = X(t) (como ocorria com o pulso retangular periédico do exemplo anterior).

(continua...)
xp(t)
/\ T 27
—T0/2 +Ty2
oo 1 +To/2 )
A série de Fourier de x(t) é: X, (t) = Z:Cne’””fot onde C,=— j X, (1) g 2 gt
oo 0 -Ty/2

Como x(t) = X(t) para [t|<Ty/2, e, X()=0 para [t| > T, (quando T¢/2 > T,), pode-se substituir Xy(t) = X(t)
na integral acima e redefinir os limites de integracao:

coeficiente para X(t) +T,/2 e
—1; — jn2aft _ 1 — jn2af,t
c,=lim— | x,(t)e dt=— I X(t)e dt (com Tj—eo)
T, —T,/2 T~

a partir da qual se obtém
TyCy = I x(t)e ™ Midt  (com Ty—eo)

(Se Ty—ee, entdo, ¢,—0, mas o produto T,C, pode resultar finito!)
(continua...)




-/\.Ulk ,\'p(f)
-?."| 0' ';TI t _;i'"., : }E], I

Zi‘"n

+oo

ToC, = J. X(1) e "™M'dt  (com Ty—0) X, (1) = cheimﬂfot

N=—oco
—oo

Como ocorreu no caso da onda retangular periddica, C,T, pode ser considerado como amostras de
uma envoltoria X(f) tal que:

X(nf)=T,c, = j X(t) e " it ﬁ

—oo

e cujos coeficientes C, tornam-se:
1 1
c, =— X(nf,)=—X(f ara f=nf
n TO ( 0) To ( ) p 0

Portanto,

X, ()= c e :Tl > X(nf,) e

N=—co 0 N=—oco

Como f,=1/T,, resulta: oo _
oo X, (1) = > X(nf,)e™™ f, @

N=—oo

(continua...)

- 0' +Th t -To o' 270

Xp(t) = Z X(nfo)ejf'IZﬂfot fO X(nfo) :TOCn — j X(t) e—jn27zf0tdt

N=—o0 —oo

Fazendo T,—eo, pode-se considerar que:

a) X,(t) tende a x(1);

b) nf,tendeaf;

c) f,=1/T,tende ao diferencial df ;
d) o somatdrio tende a integral.

Portanto, a equagdo para X,(t) conduz a:

400
X(t) = J' X(f) g2t of ... équagao de analise da transformada de Fourier
- |
X(f)= I xt)e” M it ... equacao de sintese da transformada de Fourier

—oo




