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1. INTRODUCAO

Este trabalho destina-se a subsidiar a agdo docente, estabelecendo conteudo

sobre areas e volumes do paralelepipedo reto retingulo, com a seguinte estrutura:

Historia da Geometria;

Areas e Volumes;

Exemplos de Aplicagdo - Relacdes do tema com conhecimentos de outras areas;
Sugestdes de Abordagem do Tema em Sala de Aula;

Outros tipos de Abordagens em Sala de Aula;

Conclusio;

Bibliografia.
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2. HISTORIA DA GEOMETRIA

Uma estranha construgdo feita pelos antigos persas para estudar o movimento
dos astros. Um compasso antigo. Um vetusto esquadro e, sob ele, a demonstragdo figurada
do teorema de Pitagoras. Um papiro com desenhos geométricos ¢ o busto do grande
Euclides. Sao etapas fundamentais no desenvolvimento da Geometria. Mas, muito antes da
compila¢do dos conhecimentos existentes, os homens criavam, ao sabor da experiéncia, as
bases da Geometria. E realizavam operagdes mentais que depois seriam concretizadas nas

figuras geométricas.

2.1. Uma medida para a vida

As origens da Geometria (do grego medir a terra) parecem coincidir com as
necessidades do dia-a-dia. Partilhar terras férteis as margens dos rios, construir casas,
observar e prever os movimentos dos astros, sdo algumas das muitas atividades humanas
que sempre dependeram de operagdes geométricas. Documentos sobre as antigas
civilizagdes egipcia e babilonica comprovam bons conhecimentos do assunto, geralmente
ligados a astrologia. Na Grécia, porém, ¢ que o génio de grandes matematicos lhes deu
forma definitiva. Dos gregos anteriores a Euclides, Arquimedes e Apoldnio, consta apenas
o fragmento de um trabalho de Hipocrates. E o resumo feito por Proclo ao comentar os
"Elementos" de Euclides, obra que data do século V a.C., refere-se a Tales de Mileto como

o introdutor da Geometria na Grécia, por importagdo do Egito.



Pitagoras deu nome a um importante teorema sobre o tridngulo-retangulo, que
inaugurou um novo conceito de demonstragdo matematica. Mas enquanto a escola
pitagorica do século VI a.C. constituia uma espécie de seita filosofica, que envolvia em
mistério seus conhecimentos, os "Elementos" de Euclides representam a introdugao de um
método consistente que contribui hd mais de vinte séculos para o progresso das ciéncias.
Trata-se do sistema axiomatico, que parte dos conceitos e proposi¢des admitidos sem
demonstracdo (postulados o axiomas) para construir de maneira logica tudo o mais.
Assim, trés conceitos fundamentais - o ponto, a reta e o circulo - e cinco postulados a eles
referentes servem de base para toda Geometria chamada euclidiana, util até hoje, apesar da
existéncia de geometrias nao-euclidianas baseadas em postulados diferentes (e

contraditorios) dos de Euclides.

2.2. O corpo como unidade

As primeiras unidades de medida referiam-se direta ou indiretamente ao corpo
humano: palmo, pé, passo, braga, cubito. Por volta de 3500 a.C. - quando na Mesopotamia
e no Egito comegaram a ser construidos os primeiros templos - seus projetistas tiveram de
encontrar unidades mais uniformes e precisas. Adotaram a longitude das partes do corpo
de um Unico homem (geralmente o rei) e com essas medidas construiram réguas de
madeira e metal, ou cordas com nés, que foram as primeiras medidas oficiais de

comprimento.

2.3. Angulos e fisuras

Tanto entre os sumérios como entre 0s egipcios, os campos primitivos tinham
forma retangular. Também os edificios possuiam plantas regulares, o que obrigava os
arquitetos a construirem muitos angulos retos (de 90°). Embora de bagagem intelectual
reduzida, aqueles homens ja resolviam o problema como um desenhista de hoje. Por meio
de duas estacas cravadas na terra assinalavam um segmento de reta. Em seguida prendiam
e esticavam cordas que funcionavam a maneira de compassos: dois arcos de circunferéncia
se cortam e determinam dois pontos que, unidos, secionam perpendicularmente a outra

reta, formando os angulos retos.

O problema mais comum para um construtor ¢ tracar, por um ponto dado, a

perpendicular a uma reta. O processo anterior nao resolve este problema, em que o vértice



do angulo reto ja estd determinado de antemdo. Os antigos gedmetras, o solucionavam por
meio de trés cordas, colocadas de modo a formar os lados de um tridngulo-retangulo.
Essas cordas tinham comprimentos equivalentes a 3, 4 ¢ 5 unidades respectivamente. O
teorema de Pitagoras explica porque: em todo tridngulo-retangulo, a soma dos quadrados
dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa (lado oposto ao 4ngulo reto). E 3*+4°=5%,

isto &, 9+16=25.

Qualquer trio de nimeros inteiros ou ndo que respeitem tal relagdo definem

triangulos-retdngulos, que ja na antiguidade foram padronizados na forma de esquadros.

2.4. Para medir superficies

Os sacerdotes encarregados de arrecadar os impostos sobre a terra
provavelmente comegaram a calcular a extensdo dos campos por meio de um simples
golpe de vista. Certo dia, ao observar trabalhadores pavimentando com mosaicos
quadrados uma superficie retangular, algum sacerdote deve ter notado que, para conhecer
o total de mosaicos, bastava contar os de uma fileira e repetir esse nimero tantas vezes
quantas fileiras houvesse. Assim nasceu a féormula da area do retangulo: multiplicar a base

pela altura.

J& para descobrir a area do triangulo, os antigos fiscais seguiram um raciocinio
extremamente geométrico. Para acompanha-lo, basta tomar um quadrado ou um retangulo
e dividi-lo em quadradinhos iguais. Suponhamos que o quadrado tenha 9 "casas" e o
retangulo 12. Esses numeros exprimem entdo a area dessas figuras. Cortando o quadrado
em duas partes iguais, segundo a linha diagonal, aparecem dois triangulos iguais, cuja

area, naturalmente, ¢ a metade da area do quadrado.

Quando deparavam com uma superficie irregular da terra (nem quadrada, nem
triangular), os primeiros cartografos e agrimensores apelavam para o artificio conhecido
como triangulagdo: comecando num angulo qualquer, tracavam linhas a todos os demais
angulos visiveis do campo, e assim este ficava completamente dividido em porgdes
triangulares, cujas areas somadas davam a area total. Esse método - em uso até hoje -

produzia pequenos erros, quando o terreno ndo era plano ou possuia bordos curvos.



De fato, muitos terrenos seguem o contorno de um morro ou o curso de um rio.
E construgdes ha que requerem uma parede curva. Assim, um novo problema se apresenta:
como determinar o comprimento de uma circunferéncia e a area de um circulo. Por
circunferéncia entende-se a linha da periferia do circulo, sendo este uma superficie. Ja os
antigos gedmetras observavam que, para demarcar circulos, grandes ou pequenos, era
necessario usar uma corda, longa ou curta, e gird-la em torno de um ponto fixo, que era a
estaca cravada no solo como centro da figura. O comprimento dessa corda - conhecido
hoje como raio - tinha algo a ver com o comprimento da circunferéncia. Retirando a corda
da estaca e colocando-a sobre a circunferéncia para ver quantas vezes cabia nela, puderam
comprovar que cabia um pouco mais de seis vezes € um quarto. Qualquer que fosse o
tamanho da corda, o resultado era 0 mesmo. Assim tiraram algumas conclusdes: a) o
comprimento de uma circunferéncia ¢ sempre cerca de 6,28 vezes maior que o de seu raio;
b) para conhecer o comprimento de uma circunferéncia, basta averiguar o comprimento do

raio e multiplica-lo por 6,28.

E a area do circulo? A historia da Geometria explica-a de modo simples e
interessante. Cerca de 2000 anos a.C., um escriba egipcio chamado Ahmes matutava
diante do desenho de um circulo no qual havia tragado o respectivo raio. Seu proposito era

encontrar a area da figura.

Conta a tradi¢do que Ahmes solucionou o problema facilmente: antes, pensou
em determinar a drea de um quadrado e calcular quantas vezes essa area caberia na area do
circulo. Que quadrado escolher? Um qualquer? Parecia razoavel tomar o que tivesse como
lado o proprio raio da figura. Assim fez, e comprovou que o quadrado estava contido no

circulo mais de 3 vezes e menos de 4, ou aproximadamente, trés vezes e um sétimo



(atualmente dizemos 3,14 vezes). Concluiu entdo que, para saber a area de um circulo,
basta calcular a area de um quadrado construido sobre o raio e multiplicar a respectiva

area por 3,14.

O namero 3,14 ¢ basico na Geometria e na Matematica. Os gregos tornaram-no
um pouco menos inexato: 3,1416. Hoje, o simbolo p ("pi") representa esse niimero
irracional, ja determinado com uma aproximacao de varias dezenas de casas decimais. Seu
nome s6 tem uns duzentos anos ¢ foi tirado da primeira silaba da palavra peripheria,

significando circunferéncia.

2.5. Novas figuras

Por volta de 500 a.C., as primeiras universidades eram fundadas na Grécia.
Tales e seu discipulo Pitdgoras coligiram todo o conhecimento do Egito, da Etraria, da
Babilonia, e mesmo da India, para desenvolvé-los e aplica-los & matematica, navegacao e
religido. A curiosidade crescia e os livros sobre Geometria eram muito procurados. Um
compasso logo substituiu a corda e a estaca para tragar circulos, € 0 novo instrumento foi
incorporado ao arsenal dos gedmetras. O conhecimento do Universo aumentava com
rapidez e a escola pitagorica chegou a afirmar que a Terra era esférica, e ndo plana.
Surgiam novas construgdes geomeétricas, € suas areas e perimetros eram agora faceis de

calcular.

Uma dessas figuras foi chamada poligono, do grego polygon, que significa
n 1 A n 4 : o~ ~ . JO
muitos angulos". Atualmente até rotas de navios e avides sdo tragcadas por intermédio de
avancados métodos de Geometria, incorporados ao equipamento de radar e outros
aparelhos. O que ndo ¢ de estranhar"desde os tempos da antiga Grécia, a Geometria
sempre foi uma ciéncia aplicada, ou seja, empregada para resolver problemas praticos.
Dos problemas que os gregos conseguiram solucionar, dois merecem referéncia: o célculo

da distancia de um objeto a um observador e o calculo da altura de uma construgao.

No primeiro caso, para calcular, por exemplo, a distancia de um barco até a
costa, recorria-se a um curioso artificio. Dois observadores se postavam de maneira que
um deles pudesse ver o barco sob um angulo de 90° com relagdo a linha da costa e o outro

sob um angulo de 45°. Isto feito, a nave e os dois observadores ficavam exatamente nos
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vértices de um tridngulo isosceles, porque os dois angulos agudos mediam 45° cada um, e
portanto os catetos eram iguais. Bastava medir a distancia entre os dois observadores para

conhecer a distancia do barco até a costa.

O calculo da altura de uma construgdo, de um monumento ou de uma arvore ¢
também muito simples: crava-se verticalmente uma estaca na terra e espera-se o instante
em que a extensdo de sua sombra seja igual a sua altura. O tridngulo formado pela estaca,
sua sombra e a linha que une os extremos de ambos ¢ isdsceles. Basta medir a sombra para

conhecer a altura.

2.6. Histéria das Areas

“Ha muitos anos atrds no Egito, existia um rei chamado Sisdstris que repartiu o
Egito em pedacos retangulares de terra entre a populacao egipcia.

E cada pessoa que recebia seu pedago de terra, pagava um imposto ao rei por
ano.

La no Egito havia um rio, o Ro Nilo, que todos os anos inundava as terras
apagando as marcas que limitavam os terrenos. E ai o dono do terreno reclamava com o
rei, e este mandava que demarcasse novamente o terreno.

Dai surgiu a necessidade de calcular quanto media aqueles terrenos. Mas como
antigamente os egipcios ndo conheciam as medidas que nos conhecemos, como o metro, o
quildémetro... eles inventaram sua propria medida.

Os agricultores egipcios foram os primeiros a calcular essa medida. Eles
mediam o terreno pela quantidade de arroz ou cevada plantada. Quem plantava mais tinha
o terreno maior ¢ quem plantava menos tinha o terreno menor. Imaginem s6 como devia

ser trabalhoso contar graos de arroz.
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Mas, com o passar do tempo, os egipcios que ja construiam os seus templos,
suas piramides e casas, perceberam que o ladrilho poderia substituir os graos na hora de
medir o tamanho do terreno, o que facilitaria, € muito, a contagem.

Entdo eles passaram a medir o terreno, repartindo o quadradinho da mesma
medida e contando esses quadradinhos.

Por exemplo, observe a figura abaixo:
112|314|5]6
718(19]10|11(12
1311415161718

A medida deste terreno € 18.

A essa medida, chamaremos area.”

CURIOSIDADE

Medida Cubito

O sistema métrico surgiu por volta do ano de 1790. Os egipcios usavam como
unidade de medida o cubito. Essa medida foi definida originalmente (2000 anos A.C.)
como a distancia do cotovelo até a ponta do dedo do Fara6.

O Cubito egipcio a cerca de meio metro aproximadamente.

3. VOLUMES E AREAS

Intuitivamente, o volume de um so6lido ¢ a quantidade de espaco por ele
ocupado. Para exprimir essa “quantidade de espaco” através de um numero, devemos
compara-la com uma unidade; e o resultado dessa comparagdo sera chamado de volume.

Por exemplo, podemos medir o volume de uma panela tomando como
unidade uma xicara. Enchendo a xicara de 4gua e vertendo na panela sucessivas vezes até

que esta fique completamente cheia, estamos realizando uma medida de volume. E
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possivel que o resultado dessa comparagdo seja um nimero inteiro- digamos: 1panela = 24
xicaras- mas € muito provavel que na Ultima operagdo sobre ainda um pouco de dgua na
xicara. E como determinaremos essa fragao?

O exemplo mostra que esse processo pode ter alguma utilidade em casos
simples onde se necessita apenas de um valor aproximado para o volume, mas nao
funciona, mesmo na pratica, para inimeros objetos. Ou porque sdo muito pequenos, ou
porque sdo grandes demais, ou simplesmente porque sdo completamente sélidos. Ainda, a
unidade xicara, que ¢ inclusive muito utilizada nas receitas da boa cozinha, ndo ¢
naturalmente adequada a um estudo mais geral.

Quando queremos medir o volume de um sélido devemos compara-lo com
outro volume tomado como unidade, e para volume unitario podemos usar o volume de
um cubo de aresta 1 u. Esse volume unitario ¢ 1 u’ e o resultado dessa comparagio é um
nimero chamado medida do volume, o qual indica quantas vezes o volume unitario
“cabe” no volume a ser determinado.

a unidade de volume é o cubo de aresta 1
Para cada unidade de comprimento, temos uma unidade correspondente de
volume. Se, por exemplo, a unidade de comprimento for o centimetro (cm), entdo a
unidade correspondente de volume serd chamada de centimetro ciibico (cm’). Assim, o
volume de um so6lido S deve ser o numero que exprima quantas vezes o solido S contém o
cubo unitario. Mas, como esse solido pode ter uma forma bastante irregular, ndo fica claro
o0 que significa o numero de vezes que um so6lido contém esse cubo. Vamos entdo tratar de

obter métodos que nos permitam obter férmulas para o calculo dos s6lidos simples.

3.1. O Paralelepipedo Retangulo

O paralelepipedo retangulo (ou simplesmente um bloco retangular) ¢
formado por 6 retangulos. Ele fica perfeitamente determinado por trés medidas: o seu

comprimento (a), a sua largura (b) e a sua altura (c).
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Paralelepipedo retangulo.

O volume desse paralelepipedo retangulo sera representado por V (a.b.c) e
como o cubo unitario ¢ um paralelepipedo retdngulo cujos comprimento, largura e a altura
medem 1, entdo V (1,1,1)=1.

Para obter o volume do paralelepipedo retangulo, devemos observar que ele
¢ proporcional a cada uma de suas dimensdes. Isto quer dizer que se mantivermos, por
exemplo, constantes a largura e se multiplicarmos o comprimento por um numero natural

n, o volume ficara também multiplicado por n, ou seja, V (na,b,c ) =n V (a,b,c)

A figura acima mostra 4 paralelepipedos retangulos iguais e justapostos,

colados em faces iguais. Naturalmente, o volume total ¢ 4 vezes maior que o volume de
um deles.

Este fato, constatado para niimeros naturais, também vale para qualquer
numero real positivo (veja Notas 1 e 2 no fim desta se¢do) e isto quer dizer que, mantidas
constantes duas dimensdes de um paralelepipedo retangulo, seu volume ¢ proporcional a
terceira dimensdo. Logo, sendo a, b, ¢ as dimensdes de um paralelepipedo retangulo,
temos:

V(a,b,c) = V(a.1,b,c)
=aV(l.b.c) =aV (1,b.1,c)
=abV(l,1,c)=abV (1,1,c.1)=abcV (1,1,1)
= abc.1
= abc
Portanto, o volume de um paralelepipedo retangulo ¢ o produto de suas

dimensdes. Em particular, se a face de dimensdes a ¢ b estd contida em um plano
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horizontal, chamaremos essa face de base e a dimensao ¢ de altura. Como produto ab ¢
area da base, ¢ costume dizer que o volume de um paralelepipedo retangulo € o produto da
area da base pela altura.

Volume do paralelepipedo = (area da base) x (altura).
Nota 1. Utilizamos aqui um fato completamente intuitivo (mas que na verdade ¢ um
axioma) que ¢ o seguinte. Se dois solidos sdo tais que possuem em comum, N0 MAXimo
pontos de suas cascas, entdo o volume da unido de dois € a soma dos volumes de cada um.

Para explicar melhor, dizemos que um ponto P ¢ interior a um sélido S quando
existe uma esfera de centro P inteiramente contida em S. Quando P pertence a S mas ndo
existe tal esfera, dizemos que P est4 na casca de S (ou na superficie de S ). Isto € o que nos
permite usar termos como “justapor’” ou “colar” dois s6lidos. Ainda, permite dizer que se
um solido esta dividido em varios outros, entdo seu volume é a soma dos volumes de suas
partes.

Nota 2. O conceito de proporcionalidade ¢ extremamente importante na Matemadtica
elementar. Em particular na geometria, existem ocasides em que certos resultados sao
facilmente verificados quando as medidas sdao numeros naturais (ou mesmo racionais),
mas o que se torna um problema ¢ estender esses mesmos resultados para niimeros reais.
O que resolve essa constrangedora situagdo ¢ o teorema fundamental da
proporcionalidade, que diz o seguinte:

Teorema. Sejam x e y grandezas positivas. Se x e y estdo relacionadas por uma fungao
crescente f tal que para todo natural n, f(nx) = nf(x), entdo para todo real r, tem-se que
f(rx) = rf(x).

Em palavras mais simples, dizemos que duas grandezas positivas X e y sao
proporcionais quando, se a primeira for multiplicada por um niimero natural n, entdo a
segunda fica também multiplicada por n. Esse teorema nos garante que, neste caso, se a
primeira grandeza for multiplicada por um numero real r, a segunda grandeza também fica
multiplicada por r. A demonstracdo deste belo teorema pode ser encontrada no livro “Meu
Professor de Matematica” de Elon Lages Lima na pagina 127.

Nao estamos aqui estimulando o professor do segundo grau que faga essa
demonstracao em sala de aula. Muito pelo contrario. Estamos dizendo que se o professor

der, para os estudantes do segundo grau, alguma justificativa de um importante resultado
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utilizando numeros naturais, ou mesmo racionais, esse procedimento nao ¢ um erro, deve
ser feito dessa forma, e estara sendo adequado ao nivel de desenvolvimento dos seus
alunos. Por outro lado, o professor ficara consciente que, mesmo nao podendo fazer a
demonstracdo completa, estara fornecendo argumentos corretos, e deixando a

generalizag@o para um estagio posterior.

3.2. O Principio de Cavalieri

Conseguimos estabelecer a formula do volume de um paralelepipedo retangulo,
mas ndo ¢ facil ir adiante sem ferramentas adicionais. Uma forma confortavel de
prosseguir € adotar como axioma um resultado conhecido como o Principio de Cavalieri.

Antes de enuncia-lo, observe uma experiéncia que se pode fazer para os alunos.
Ponha em cima da mesa, uma resma de papel. Estando ainda perfeitamente bem arrumada,
ela ¢ um paralelepipedo retangulo (pilha de papel 1) e, portanto, tem um volume que
podemos calcular. Encostando uma régua nas faces laterais podemos transformar o
paralelepipedo retangulo em um outro obliquo (pilha de papel 2) ou, usando as maos,

poderemos moldar um sélido bem diferente (pilha de papel 3).

it pilha 1 pitha 2 pitha 3

Pilhas de papel.

Sabemos que esses trés solidos tém volumes iguais mas ainda nos faltam
argumentos para explicar esse fato que intuitivamente percebemos. De uma forma mais
geral, suponha que dois sélidos a e b estdo apoiados em um plano horizontal e que
qualquer outro plano também horizontal corte ambos segundo se¢des de mesma area. O

Principio de Cavalieri afirma que o volume de A ¢ igual ao volume de B.
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Se imaginarmos os dois solidos fatiados no mesmo niimero de fatias muito
finas, todas com mesma altura, duas fatias correspondentes com mesma area terdo,
aproximadamente, mesmo volume. Tanto mais aproximadamente quanto mais finas forem.
Sendo o volume de cada s6lido a soma dos volumes de suas fatias, concluimos que os dois
solidos tém volumes iguais. Repare ainda que o exemplo da resma de papel mostra um
caso particular desse argumento, onde os trés solidos possuem, cada um, quinhentas fatias,
todas iguais.

E claro que os exemplos acima ndo constituem uma demonstragio do Principio
de Cavalieri, mas dao uma forte indicacdo que ele é verdadeiro. Podemos entdo aceitar o
axioma seguinte:

Axioma (Principio de Cavalieri)

Sdo dados dois solidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado
secciona os dois so6lidos segundo figuras de mesma area, entdo esses solidos t€ém mesmo
volume.

Esta ¢ a ferramenta que vamos utilizar para encontrar os volumes dos demais
solidos simples.

Nota 3. No ensino da Geometria existem alguns resultados que ndo podemos demonstrar
de forma satisfatoria e que, naturalmente, causam incomodo ao professor. Os principais
sdo os seguintes: o Teorema de Tales (das paralelas), area do quadrado, o volume do
paralelepipedo e o Principio de Cavalieri. Para os trés primeiros temas, o professor podera
oferecer uma demonstragdo parcial utilizando nimeros naturais (ou mesmo racionais) que
deve satisfazer a maioria dos alunos. Essa atitude ndo ¢ condenada, muito pelo contrario.
O professor estara justificando importantes resultados de acordo com o nivel de

desenvolvimento dos seus alunos, mas saberd que o resultado geral estard garantido pelo
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Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Existem outras opcdes e uma delas ¢ adotar
o Teorema Fundamental da Proporcionalidade (um fato que podera ser demonstrado mais
tarde) a partir dele, demonstrar a area do retangulo, do tridangulo e dai o Teorema de Tales.
Para esse caminho, o leitor podera consultar o artigo “Usando Areas” na RPM namero 21,
pag.19 . Foi esse o caminho que utilizamos aqui para obter o volume do paralelepipedo e
nao ha duvida que esse procedimento satisfaz a nossa necessidade imediata, mas transfere
a dificuldade para outro lugar. Ndo tem jeito. Existem obstaculos no percurso do ensino da
geometria e o professor, consciente das dificuldades, devera optar pelo rumo a tomar. No
caso do Principio de Cavalieri a situacdo ¢ diferente. A sua demonstragao envolve
conceitos avancados de Teoria da Medida e, portanto s6 podemos oferecer aos alunos
alguns exemplos. Mas, cremos que esses exemplos sejam suficientes para que possamos

adotar sem traumas o Principio de Cavalieri como axioma.
3.3. Prismas

e &

Na figura abaixo, temos dois planos paralelos e distintos, , um poligono

e L

convexo R contido em e uma reta r que intercepta , mas ndo R:

Para cada ponto P da regido R, vamos considerar o segmento £, paralelo a reta r

(Pes,
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Para cada ponto P da regido R, vamos considerar o segmento £ paralelo a reta r

(Pe s,

Assim, temos:

r

Chamamos de prisma ou prisma limitado o conjunto de todos os segmentos

congruentes PP paralelos ar.

3.3.1. Elementos do prisma

Dados o prisma a seguir, consideramos os seguintes elementos:
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Dados o prisma a seguir, consideramos os seguintes elementos:

bases:as regides poligonais R e S

altura:a distancia h entre os planos “ ® <

A5 BC,CD,DE,EA AR B'C, D, D'E ,E'ﬂ'( dos

arestas das bases:os lados

poligonos)

arestas laterais:os segmentos A4,BE, CC,DD', EE

faces laterais: os paralelogramos AA'BB', BB'C'C, CC'D'D, DD'E'E, EE'A'A

3.3.2. Classificacao

Um prisma pode ser:

Veja:

reto: quando as arestas laterais sdo perpendiculares aos planos das bases;

obliquo: quando as arestas laterais sdo obliquas aos planos das bases.

prisma obliquo

prisma reto

20



Chamamos de prisma regular todo prisma reto cujas bases sdo poligonos
regulares:

trignoulo equildtero

hexagono regular

Fo

"'_____
|
L

prisma regular triangular prisma regular hexagonal

Observagao: As faces de um prisma regular sao retdngulos congruentes.

3.3.3. Seccao

Um plano que intercepte todas as arestas de um prisma determina nele uma

regido chamada sec¢do do prisma.

Seccdo transversal ¢ uma regido determinada pela intersec¢do do prisma com
um plano paralelo aos planos das bases (figura 1). Todas as sec¢des transversais sdao

congruentes ( figura 2).

[ ]

figura 2
figura 1
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3.3.4. Areas

Num prisma, distinguimos dois tipos de superficie: as faces e as bases. Assim,

temos de considerar as seguintes areas:
a) area de uma face (Ay ):area de um dos paralelogramos que constituem as faces;
b) area lateral ( Ar ):soma das areas dos paralelogramos que formam as faces do prisma.
No prisma regular, temos:
ArL=n. Ar (n = numero de lados do poligono da base)
c) area da base (Ap): area de um dos poligonos das bases;
d) area total ( Ar): soma da 4rea lateral com a area das bases
Ar=AL+2Ap
Vejamos um exemplo.

Dado um prisma hexagonal regular de aresta da base a e aresta lateral h, temos:

Ay = ; ! [érea do hexagono regular)
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3.4. Paralelepipedo

Todo prisma cujas bases sdo paralelogramos recebe o nome de

paralelepipedo.Assim, podemos ter:

b) paralelepipedo reto

a) paralelepipedo obliquo

Se o paralelepipedo reto tem bases retangulares, ele ¢ chamado de

paralelepipedo reto-retangulo, ortoedro ou paralelepipedo retangulo.

3.4.1. Paralelepipedo retangulo

Seja o paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b e ¢ da figura:

Temos quatro arestas de medida a, quatro arestas de medida b e quatro arestas

de medida c; as arestas indicadas pela mesma letra sdo paralelas.
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3.4.2. Diagonais da base e do paralelepipedo

Considere a figura a seguir:

dy = diagonal da base

d, = diagonal do paralelepipedo

Na base ABFE, temos:

di =at+b=d, =Ja* +b*

No triangulo AFD, temos:
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3.4.3. Area lateral

Sendo Ay a area lateral de um paralelepipedo retangulo, temos:

Ar=ac +bc +ac + bc=2ac + 2bc =Ap = 2(ac + bc)

3.4.4. Area total

Planificando o paralelepipedo, verificamos que a area total ¢ a soma das areas

de cada par de faces opostas:

Ar=2(ab +ac +bc)

3.4.5. Volume

Por defini¢do, unidade de volume ¢ um cubo de aresta 1. Assim, considerando
um paralelepipedo de dimensdes 4, 2 e 2, podemos decompo-lo em 4.2.2 cubos de aresta

1:
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Entdo, o volume de um paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b e ¢ ¢ dado

por: V =abc

Como o produto de duas dimensdes resulta sempre na area de uma face e
como qualquer face pode ser considerada como base, podemos dizer que o volume do

paralelepipedo retangulo € o produto da area da base Ag pela medida da altura h:

3.5. Cubo

Um paralelepipedo retdngulo com todas as arestas congruentes ( a= b = ¢)

recebe o0 nome de cubo. Dessa forma, as seis faces sao quadrados.

3.5.1. Diagonais da base e do cubo

Considere a figura a seguir:
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d.=diagonal do cubo

dy, = diagonal da base

Na base ABCD, temos:

b a di =a® +c12=2c12:‘>da=aﬁ

No tridngulo ACE, temos:

3.5.2. Area lateral

A area lateral Ay, ¢ dada pela area dos quadrados de lado a:

H G
E 1.2
F AL—4a
E
a o a
o B
A a

d? =at+dl=a’+2a" =% =d, = a3
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3.5.3. Area total

A éarea total Ay ¢ dada pela area dos seis quadrados de lado a:

G F
H :
a e A=6a’
a E
a D+--F-—Sc
o
- a
A, a B
3.5.4. Volume

De forma semelhante ao paralelepipedo retangulo, o volume de um cubo de

aresta a ¢ dado por:

V=a.a.a= a’

4. EXEMPLOS DE APLICACAO — RELAQQES DO
TEMA COM CONHECIMENTO DE OUTRAS AREAS

4. 1. Calculo da vaziao de um rio

Para o calculo da vazao de um rio em um trecho de margens paralelas, calcula-
se a velocidade da correnteza e admite-se o trecho como um paralelepipedo. Vamos supor
que a velocidade da correnteza seja 3 m/s e que o paralelepipedo tenha dimensdes 3 m por

40 m por 10 m, conforme a figura abaixo:

am F
Imagine uma torneira “gigante”, com a mesma vazao do rio, despejando dgua

num paralelepipedo com essas dimensodes, até entdo vazio. O paralelepipedo ficaria
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completamente cheio de 4gua em um segundo. Como o volume do paralelepipedo ¢ 1.200

m’ e cada m® equivale a 1.000 litros, tem-se que a vazdo do rio é 1.200.000 Us.

4.2. Por que um bebé sente mais frio que um adulto?

O estudo de areas e volumes nos ajuda a explicar algumas situagdes do dia-a-
dia como, por exemplo, por que um bebé sente mais frio que um adulto. Para entender esse
fato, pense em dois cubos de ferro macigo, um de aresta 3 cm e o outro de aresta 6 cm,

ambos a temperatura 36°C.

Aom Bom

Colocando-os em um ambiente de temperatura mais baixa, o cubo menor
perdera calor mais rapidamente que o maior. Na linguagem do cotidiano dizemos que o
menor se esfriard mais rapidamente que o maior. Isso ocorre porque a razdo da area total
para o volume do cubo pequeno, 6.3° = 2, é maior que a razdo correspondente no cubo
33
grande, 6.6 =1,0u seja, a superficie em contato com o ambiente ¢ relativamente maior
6°
no cubo pequeno. O mesmo acontece com um bebé e um adulto. A razdo da area para o
volume do corpo de um bebé ¢ maior que a razdo correspondente em um adulto, por isso a

crianga tem maior dificuldade em manter o calor de seu corpo e, portanto sente mais ftio.

4.3. Construcao civil - Engenharia
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4.5. Historia
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“A Escola de Atenas, um afresco do século XV pintado por Rafael e seus
discipulos, encontra-se no Museu do Vaticano. Esta obra ¢ uma homenagem a cultura

grega, e nela podemos ver em destaque, uma referencia aos matematicos gregos”.
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Cly e s n_ W TELA L A e . e
As piramides de Gizé. A partir da esquerda, a Grande Piramide de Quéops,
a piramide de Quéfren, e a piramide de Miquerinos

FaeT i

A PIRAMIDE DE KEOPS

Conhecida como a Grande Pirdmide ou Primeira Pirdmide de Gizé, esse monumento
marca o apogeu da época de tais construgdes, tanto no que se refere ao tamanho quanto no
que se refere a qualidade do trabalho. Tendo uma base que cobre quase 53 mil metros
quadrados, esse €, sem duvida, o monumento mais polémico de toda a antiguidade egipcia
e a unica das Sete Maravilhas do Mundo que chegou até nossos dias.

A quantidade de pedra talhada que foi usada para erguer a piramide de Kéops nao pode ser
computada com exatiddo, pois o centro de seu interior consiste de um nucleo de rochas
cujo tamanho ndo pode ser determinado com precisao.

A PIRAMIDE DE KEFREN

A segunda maior piramide do Egito antigo. Sua altura original era de 143 metros, o que a
tornava trés metros mais baixa que a primeira quando ambas estavam intactas. Hoje ela
mede 136 metros e, portanto, ¢ cerca de apenas um metro mais baixa que a Grande
Piramide em seu estado atual. Cada lado da base mede 215 metros e, portanto, a area que
ocupa ¢ de 46 mil e 225 metros quadrados.

A PIRAMIDE DE MIQUERINOS

Desde o século I da nossa era que a terceira dentre as mais famosas piramides do mundo
teve sua construcdo atribuida a Miquerinos (em egipcio Men-kau-Re), filho de Kéfren e
quinto soberano da IV dinastia. Ela ocupa menos de um quarto da area coberta pela
Grande Pirdmide, mas mesmo assim seu tamanho ¢ consideravel e sua altura atingia mais

de 66 metros, o que corresponde a de um prédio de 22 andares.
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5. SUGESTAO DE ABORDAGEM DO TEMA EM
SALA DE AULA

A - Formas geométricas: - Reconhecimento, nomenclatura, construcio,

representacio, relacoes métricas simples.
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B — Cubos e paralelepipedos: - caracterizacio, nomenclatura, construcio, utilizacao

da relacio de Pitagoras, revisao de calculo de areas.

Revisao de areas e volumes de figuras

Quadrado  pofnetro;  Retdngulo  pgrimetro;
' 4*a 2(a+b)
i Area: " Area:
R o® i a‘t
Paralelogramo Trapézio Perimetro:
Perimetro: e a+b+c+d
" Area: acTh
* e 2
a a*ha
Tridngulo Paralelepipedo  syperficie:
Perimetro: 2(ab+ac+be)
a+b+C .
. b s A ) Volume:
£ Areq . s
che i a*b*c
c 2
Cubo Superficie;
Geg?

Volurme:

~
pade at

Com o objetivo de trabalhar detalhadamente o paralelepipedo retdngulo, pedir
para os alunos trazerem para a sala de aula caixas usadas em embalagens e que
acondicionam produtos no comércio. E conveniente que o professor leve varias
embalagens das mais variadas formas ou solidos pré-moldados para este fim (prismas,
cones, bancos de piramides, pirdmides, cubos, etc.). Inicialmente, os alunos poderdao
classificar todos esses solidos geométricos, explicitando os critérios utilizados na

composi¢ao das classes.
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Para continuar a atividade, trabalhar com a classe dos prismas retos de base
retangular (paralelepipedos retangulos ou blocos retangulares). O professor devera
encaminhar as discussdes no sentido de evidenciar a classe de s6lidos necessarios para esta
atividade. Devera, também, fazer comentdrios mais gerais sobre as demais classes de
solidos trazidos para a sala de aula, evidenciando seus aspectos geométricos e deixando
para outro momento o estudo detalhado, por exemplo das piramides, dos cones, etc.

Manuseando as varias caixas na forma de bloco retangular, os alunos poderao
discutir, em pequenos grupos, questdoes propostas pelo professor, que lhes permitam
identificar elementos do paralelepipedo retangulo como: arestas, faces, vértices, angulos,
diedros, poligonos; algumas propriedades métricas como: comprimento de arestas,
diagonais, dareas e volumes e propriedades geométricas como: paralelismo,
perpendicularismo, ortogonalidade, congruéncias e semelhangas..

Apos o trabalho informal de identificagdo dos elementos do paralelepipedo, o
professor podera propor um roteiro de atividades para os alunos. Na sugestao de roteiro,
apresentado a seguir, ha questdes que ndo sdo muito genéricas, o que dificultaria as agcdes
dos alunos, nem muito dirigidas, o que empobreceria a criatividade e intuicao deles.

Nessa interacdo entre o professor e o aluno, por meio de atividades, ¢
conveniente que: as respostas dos alunos sejam registradas na lousa, os grupos apresentem
cartazes, ou relatorios para servirem de documentos tteis, num painel, com a classe toda,
coordenada pelo professor.

Sugestdes de roteiro:

1) Quantas e quais sao as faces do paralelepipedo retangulo?

2) Quantas arestas possuem esta caixa?

3) Quantos vértices possuem esta caixa?

4) Contar o nimero de arestas e o nimero de faces que compdem cada vértice.

5) Tentar determinar relagdes entre o nimero de vértices, faces e arestas do paralelepipedo
retangulo.

6) Que nomes vocés dariam aos segmentos que ligam dois vértices quaisquer desse
prisma?

7) Identificar um triangulo formado por diagonais de faces desse paralelepipedo.
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8) Identificar nesse prisma um tridngulo formado pela sua diagonal, uma diagonal de face
e uma de suas arestas. Esse triangulo ¢ de que tipo?

9) Identifique neste prisma duas arestas paralelas, duas arestas perpendiculares, duas
arestas reversas e duas ortogonais.

10) Desenhe uma planificacdo deste paralelepipedo. Se necessario, desmonte a caixa para
esse exercicio. E possivel fazermos planificagdes distintas? Quais?

No final, o professor podera coordenar um painel, para que os varios grupos comparem
suas respostas e “as arestas sejam aparadas”.

E muito importante construir sélidos geométricos. Inicialmente, a construg¢io
pode ser feita a partir de especificagcdes simples: construir um cubo qualquer ou entdo
construir um cubo de aresta 5 cm.Verificar que quantidade de cubos de aresta de 5 cm
cabe dentro de um cubo de aresta 10 cm. Aos poucos, a medida que os conhecimentos
sobre relagdes métricas vao avancando,a constru¢do pode ter uma complexidade maior:
construir um cubo de 4rea 720 cm?, ou de volume 2 1, ou de diagonal 10 cm.

Caso o professor proponha a construgdo de solidos geométricos, ¢ conveniente trabalhar a
constru¢do, com régua e compasso, dos principais poligonos.

A partir das medidas das trés dimensdes de um paralelepipedo retangulo pode-
se calcular seu volume (medida da sua capacidade) e sua area total (medida da quantidade
de material necessario para a sua constru¢do). O conceito de volume podera ser
caracterizado como uma pilha de retangulos idénticos de area conhecida. Assim, o volume

sera a area desse retangulo multiplicada pela altura do paralelepipedo.

Volume = 4rea retangulo x altura

Area do retangulo =a x b
Altura=c

Volume=axbxc

Jé& a area total do paralelepipedo € o somatodrio das areas das suas faces que s@o
retangulos, ou seja: Area = 2(ab + bc + ac).
Depois de medir ou calcular a area total e o volume de varias “caixas paralelepipedas”,

pode-se propor também a utilizacdo dessas mesmas relagdes no sentido inverso. A
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proposta consta em encontrar paralelepipedos de volume conhecido, por exemplo 400 cm”.
Da mesma forma, procurar paralelepipedos de area total conhecida, por exemplo 600 cm”.
Nestas solucdes pode-se ainda preestabelecer alguma das medidas desse prisma reto-
retangulo ou ndo, tendo solugdo unica para este problema ou nao.

O professor podera fazer uma tabela na lousa. Aqui estd um exemplo (medidas

em centimetros):

A b c Area Volume
10 8 5 400
20 4 5 400

2 20 10 400
10 10 4 400
10 15 6 600

10 8 90/11 600

8 12 10,2 600

6 14 10,8 600

10 10 10 600

Com esses calculos, o professor podera concluir com os alunos, que prismas de

mesmo volume tem areas totais diferentes e vice-versa.

5.1. Area, perimetro., diagonal do campo de futebol e tamanho do gol

- Calculando a area do campo de futebol

Sabendo que as dimensdes de um campo de futebol sao 110 m x 75 m calcule sua area.

Il :

e 110 m a
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Area = Base x Altura (A=b.h)
Medida do campo = 110m x 75m

A=110.75
A =8250 m?
O campo possui 8.250 m?.

- Calculando o perimetro do campo de futebol

Um campo de futebol tem 115 m de comprimento e 85m de largura qual o seu perimetro ?

!l 85m

e 115 m a

Perimetro=2.(b+h)
P=2.(115+85)
P=2.(200)

P =400 m

O perimetro ¢ de 400 m.

- Diagonal do campo

Um campo de futebol tem 110 m de comprimento e 80 m de largura qual a medida da sua
diagonal ?

Use o Teorema de Pitagoras!
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!‘ 80m
e 100 m a 90°
a = diagonal b = base ¢ = largura

a2=Db2+ c2

a?= 1002 + 802

a?= 10000 + 6400

a2 =16400
a= /16400
a=128,06 m.

A diagonal mede 128,06 m.
- O tamanho do gol

As medidas das traves sdo 7,32 m de largura e 2,44 m de altura , conhecendo as medidas
calcule a area que deve ser defendida pelo goleiro.

Area= b .h
A=7,32.244
A=17,86

A area entre as traves € de 17,86 m>.

5.2. Piscina - calculo do volume

2,5

Utilizando as medidas da piscina podemos calcular seu volume:
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largura 25 m, comprimento 50 m e profundidade 2,5 m.
Formula:
V = Area da base x altura

V=25.50.2,5
V=3125m?

6. OUTRAS ABORDAGENS EM SALA DE AULA

6.1. Relacoes entre Algebra e Geometria

Dona Benta ¢ uma confeiteira de mao cheia. No aniversario da Catia ela fez um
delicioso bolo em forma de cubo.

Depois de pronto ela enfeitou a parte externa do bolo com cobertura de
morango.

Por fim, ela cortou o bolo em cubinhos, conforme se pode ver no esquema da
figura.

Na hora da distribui¢do, a turma disputou os melhores pedacos de bolo, aqueles
com maior quantidade de cobertura de morango.
a) Em quantos pedagos Dona Benta cortou o bolo? 64 pedacos.
b) Quantos pedagos tém cobertura em trés faces do pedaco? 4 pedagos.
¢) Quantos pedacos t€ém cobertura em apenas duas faces do pedago? 20
pedagos.

d) Quantos pedagos tém cobertura em apenas uma face? 28 pedagos.
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e) Quantos pedagos ndo tém cobertura em face nenhuma? 12 pedacos.

Onde entra a Algebra?

Imagine um bolo, em forma de cubo, que foi decomposto em n’ pedagos
cubicos iguais.

a) Quantos pedacos tém cobertura em trés faces? 4

b) Quantas t€ém cobertura em duas faces? 4 (n—2)+4 (n—-2)+4

¢) Quantos tém cobertura em apenas uma face? 5 (n—2)* +4 (n—2).

d) Quantos ndo tém cobertura em face alguma? (n—2)> + (n—2)%

Verifique que:

m-2)° + 1-2)2+5Mm-2)> +4(n-2) +4(n-2)+4(n-2)+4+4=n’.

6.2. O tamanho da mala

Nos vOos comerciais os passageiros tém direito de levar uma bagagem de mao,
desde que algumas condi¢des sejam respeitadas, para evitar o excesso de peso e permitir o
acondicionamento no compartimento interno do avido.

Nos vodos realizados nos avides tipo Boeing 737, a soma das medidas do
comprimento (A), da largura (B) e da altura (C) da bagagem nao deve exceder 115 cm:

A+B+C<ou= 115cm

A bagagem de mao nao devem pesar mais de 5 kg e a soma do comprimento

com a largura e a altura ndo deve exceder 115 cm do Boeing 737 e 95 cm no Jet Class e no

Brasilia.

A +B+ C=115cm* (Boeing 737)
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A+ B+ C= 95cm* (Jet Class) e (Brasilia)
* no maximo

A partir dessas condigdes ¢ possivel carregar para dentro do compartimento de
bagagem de mao um tubo para acondicionar um pdster com as dimensdes

100cmx 10 cm x 5 cm

Ou uma bolsa de

40 cm x 40 cm x 35 cm, por exemplo.

Considerando que a maioria das bagagens tem o formato de um bloco
retangular, que medidas deve ter uma mala com volume méaximo? Qual o volume dessa
mala?

Esse problema pode ser resolvido por meio de ferramentas matematicas.

A bolsa de volume maximo, nestas condi¢gdes, ¢ a que tem o formato de um
cubo. Portanto suas dimensdes (comprimento, largura e altura) sao iguais.

A=B=C=115/3 = 383 cm

V = (115/3)° = 56328,7 cm’

A
Para carregar uma bagagem de acordo com o regulamento usufruindo a

capacidade méxima de transporte, deve se providenciar uma bolsa ctbica.

6.3. O volume das maos

Qual das suas maos tem maior volume?

Para responder a questdo, use uma vasilha com agua, uma tira de papel e dois
elasticos. Trabalhe com parceria com um colega.

Cole a tira de papel na vasilha e marque o nivel da 4dgua.

Prenda um elastico em cada pulso, na mesma altura. (Cuidado! O elastico ndo

pode prender a circulagdo.)
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Mergulhe a mao esquerda na adgua até a altura do elastico e assinale (ou pega ao

companheiro que o faca) o nivel da 4gua. Escreva a letra E na marca.

LWL

Retire a mdo de dentro da vasilha e deixe a agua escorrer bem. Se precisar,
coloque mais agua para atingir o primeiro nivel marcado.

Coloque a mao direita na agua e proceda como anteriormente. Agora marque a
letra D no novo nivel da agua.

Qual das suas maos tém maior volume? As duas marcas devem estar bem

proximas, mas separadas o suficiente para vocé responder a pergunta.

7. CONCLUSAO

No século XXI a aquisi¢do de novos conhecimentos acontece em questdo de
segundos. A tecnologia ¢ uma ferramenta entre muitas que facilita esse processo. Houve
grandes mudancas no mercado de trabalho, no qual os faxes, redes ligadas ao computador
e correio eletronico alteraram as rotinas diarias.

As escolas estdo inseridas nesse contexto e por isso ndo podem ignorar esse
novo instrumento. A tecnologia ndo ¢ uma solugdo magica — ela ¢ somente um ingrediente
necessario nos esforcos de reforma e que auxilia o processo ensino-aprendizagem.

“A aprendizagem ¢ um processo ativo e social que ocorre melhor em ambientes
centrados no aluno, nos quais os professores assumem papéis facilitadores para orientar os
alunos em indagacdes significativas nos quais descobrir relagdes entre os fatos ¢ mais
valorizado que memorizar os fatos em si, € nos quais as atividades construtoras do

conhecimento sdo balanceadas com o uso da pratica orientada e da instrucdo direta.
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Novas competéncias, como as habilidades de colaborar, reconhecer e analisar
problemas com sistemas, de adquirir e utilizar grandes quantidades de informacdo e de
aplicar a tecnologia na solugao de problemas no mundo real, sdo resultados valorizados.”

Sendo assim, a forma¢do continuada do professor se faz necessaria. A
capacitacdo de professores visa uma mudanga de postura em sala de aula promovendo
métodos de aprendizado ativo e interativo, pretendendo-se com isso despertar no aluno o
espirito de pesquisa, o desenvolvimento da capacidade de raciocinio ¢ autonomia ¢ a
solidariedade.

Para confecgdo do trabalho do nosso grupo, o uso da tecnologia foi de grande
importancia, facilitando a pesquisa, proporcionando novos conhecimentos e permitindo o

aperfeigoamento profissional.

MENSAGENS

“Sem a curiosidade que me move, que me insere na busca niao aprende, nem ensino.”
“Ninguém ignora tudo, ninguém sabe tudo. Por isso aprendemos sempre.”

Paulo Freire

8. BIBLIOGRAFIA

- Sites pesquisados:

http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/software/softw.htm

Aqui estdo listados alguns softwares (Wingeom e Cabri) que consideramos interessantes
para o ensino e aprendizagem de matematica.

http://www.somatematica.com.br/geometria.php
Site onde podera realizar pesquisas e até mesmo se divertir com segdes de entretenimento,

acessando jogos, curiosidades, historias, entre outras opgdes.

http://www.tvcultura.com.br/artematematica/home.html

Site com historia da geometria, obras de arte e jogos virtuais.
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http://geocities.com/geoespacial/

Site que traz conceito, férmulas e dicas sobre os sélidos geométricos bem como
exercicios resolvidos.

http://www.linhadetransmissao.com.br/tecnica/areasl.htm

Site que traz formulas das areas de figuras planas.

http://www.webcalc.com.br/frame.asp?pag=http://www.webcalc.com.br/matematica/

paralelepipedo.html

Site onde ¢ possivel calcular a area e o volume do paralelepipedo retangulo.

http://www.nosachamos.com/educacao/matematica/materias/geom esp3.htm

Site que traz assuntos diversos de matematica.

http://www.tvcultura.com.br/artematematica/geometrias.html

Jogos interativos

http://www.educacional.com.br/conversor/comprimentol.asp

Conversor de medidas

http://www.utp.br/Labtice/hyperMath/software/paginat.htm

Jogos geométricos

- Livros Didaticos e Paradidaticos:

- Proposta Curricular Ensino Matematica, do 2° grau — 1992, 3% edi¢do

- Parametros Curriculares Nacionais — PCN — Ensino Médio

- Pratica Pedagégica — Matematica 2°. Grau — Geometria 1 — Volume 2

- A Matematica do Ensino Médio, vol 2, 4* edigdo — Editora SBM — Sociedade Brasileira
de Matematica. LIMA, Elon Lages; CARVALHO, Paulo Cezar Pinto; WAGNER
Eduardo; MORGADO, Augusto César.

- Matematica Fundamental: GIOVANNI, Jos¢ Ruy; BONJORNO, José¢ Roberto;
GIOVANNI JR., José Ruy — 2° Grau Volume Unico

- Matematica 2: GIOVANNI, Jos¢ Ruy; BONJORNO, José¢ Roberto - 2° Grau

- Matematica — 2°. Grau — Volume II; SOUZA, Maria Helena Soares; SPINELLI, Walter
- Matematica — Volume Unico — 2°. Grau; BONGIOVANTI; VISSOTO; LAUREANO

- Matemética — Volume Unico; PAIVA Manoel

- BIG MAT — Matematica — 7°. Série; MATSUBARA & ZANIRATTO
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- Matematica — Oficina de Conceitos — 6. Série: SPINELLI, Walter; SOUZA, Maria
Helena

- Matematica — Hoje é Feita Assim — 5% e 7°. Séries: BIGODE, Antonio José Lopes

- Matematica — Idéias e Desafios — 5°. € 7°. Séries: Iracema e Dulce

- Ensinando com Tecnologia -Criando Salas de aulas centradas nos alunos;

SANDHOLTZ, Judith Haymore; RINGSTAFF Cathy; DWYER David C.
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